ПРАКТИКА 3. Заочники, Сентябрь 2020
РАЗДЕЛ 7. Вычисление интегралов. Приближенные методы расчета
Цель занятия:
· закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через решение упражнений; 
· закрепить умения приближенно вычислять интегралы при помощи следующих формул Ньютона-Котеса: 1. формула прямоугольников, 2. формула трапеций, 
Постановка задачи численного интеграла
При вычислении определенного интеграла
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где f(x) - функция непрерывная на отрезке [a,b] используется формула Ньютона - Лейбница:
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Однако бывают случаи, когда первообразную F(x) нельзя найти, или не всегда удается довести вычисления до числового значения. Иногда подынтегральная функция может быть задана таблично или графиком, поэтому формула (7.1) не исчерпывает практических приемов вычисления интегралов.
На практике часто применяют различные методы приближенного (численного) интегрирования.
Определение: Формулы, используемые для приближенного вычисления интегралов, называют квадратурными формулами.
Простой прием построения квадратурных формул состоит в том, что подынтегральная функция f(x) заменяется на отрезке [a;b] интерполяционным многочленом Лагранжа Ln(x), и тогда:
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Подобный подход удобен тем, что он приводит к алгоритмам, легко реализуемым на компьютере, и позволяющим получать результат с точностью, достаточной для широкого круга практических приложении.
Метод прямоугольников
Для вычисления определенного интеграла 
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 отрезок [a;b] разбивают на n частей, в каждой из которых криволинейную трапецию, заменяют прямоугольником с основанием 
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 соответственно (рис. 7.1).
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Рис.7.1. Замена криволинейной трапеции прямоугольником
Данный подход к решению задачи дает площадь меньше площади криволинейной трапеции, говорят, что  значение определенного интеграла  получено с  недостатком. 
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Формула (7.3) называется формулой прямоугольников с недостатком.
Аналогично можно получить формулу для вычисления определенного интеграла с избытком (рис. 7.2).
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Рис. 7.2. Вычисление интеграла с избытком
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                             (7.4)                                                              Формула (7.4) называется формулой прямоугольников с избытком.
где значение 
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Пример 1. Вычислить по формуле прямоугольников интеграл
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Решение.
Имеем a=0, 
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Тогда 
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Вычислим значение функции по формуле (7.5):
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Применяя формулу прямоугольника с недостатком (7.3) получим
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Вычислим данный интеграл по формуле Ньютона - Лейбница и сравним результаты:
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Относительная погрешность вычисления:
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Метод трапеций
Геометрический смысл этого метода практического вычисления определенного интеграла состоит в том, что нахождение площади криволинейной трапеции заменяется нахождением площади приблизительно равновеликой прямолинейной трапеции (рис.7.3). 
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Рис. 7.3. Замена криволинейной трапеции на прямолинейную
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Для повышения точности результата разобьём фигуру на n частей, а затем суммируем площади получившихся трапеций:
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где 
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Формула (7.7) называется формулой трапеций.
Пример 2. По формуле трапеции вычислить интеграл
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Решение.   Имеем a=0,  b=5,   
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Вычислим промежуточные значения функции в узлах:
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Тогда по формуле трапеций (7.7) имеем:
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Задание 7.1. Вычисление интегралов приближенными методами
1. Вычислить интеграл от заданной функции f(x) (табл.7.1) на отрезке [a;b] при делении отрезка на 10 равных частей тремя способами:
-     по формуле прямоугольников;
-     по формуле трапеций;
      Выполнить проверку расчета с помощью программы, листинг которой приведен в табл. 7.2
2. Сравнить точность полученных результатов.
Таблица 7.1
Варианты задания 7.1

	Вариант
	f(x)
	a
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	Вариант
	f(x)
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Встроенная функция intg (a,b,f) в программе SciLab позволяет вычислять определенные интегралы, при условии, что подынтегральная функция на заданном интервале не имеет разрывов. В программе SciLab набирать натуральный логарифм lnx как log(x).
Табл.7.2
Листинг программы

	// Функция, написанная на языке Scilab
function y=f(x),y=sqrt(x)*exp(-x),endfunction
I=intg(0.1,1.1,f)


РАЗДЕЛ 8. Обыкновенные дифференциальные уравнения (ОДУ)
Цель занятия:
      -     закрепить усвоение теоретического материала по данной теме;
· получить навык приближенно находить решение обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка методом Эйлера.
Постановка задачи Коши
Простейшим обыкновенным дифференциальным уравнением является уравнение первого порядка, разрешенное относительно производной:
                                              y'=f(x,y)                                                               (8.1)
Эта задача известна, как задача Коши, в которой необходимо найти решение уравнения (8.1) в виде функции y(x), удовлетворяющей начальному условию
                                                y(x0)=y0.                                                                                               (8.2)
Геометрически это условие означает, что требуется найти интегральную кривую y=y(x), проходящую через заданную точку М0 (x0,y0), при выполнении равенства (8.1).
1.1. Метод Эйлера
В основе метода ломаных Эйлера лежит идея графического построения решения дифференциального уравнения. Однако этот метод дает одновременно и способ нахождения искомой функции в численной (табличной) форме.
Пусть дано уравнение (8.1)  с начальным условием (8.2), т.е. поставлена раздача Коши.
Вначале найдем простейшим способом приближенное значение решения в некоторой точке 
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Заметим, что уравнение (8.1) с учетом начального условия (8.2) задает направление касательной к искомой интегральной кривой в точке М
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). Двигаясь вдоль этой касательной, получим приближенное значение решения в точке х
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Аналогично, найдем приближенное значение решения в точке 
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, и т.д. Продолжая эту процедуру, построим систему равностоящих точек 
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Получение таблицы значений искомой функции y(x) по методу Эйлера заключается в циклическом применении пары формул:
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Геометрическая иллюстрация метода Эйлера показана на рис. 8.1.
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Рис 8.1. Построение ломаной Эйлера. Интегральная кривая заменяется ломаной линией
Вместо кривой в реальности получается совокупность отрезков  – ломаная Эйлера.
Методы численного интегрирования дифференциальных уравнений, в которых решение получается при переходе от одного узла к другому, называются  пошаговыми. Метод Эйлера – простейший пошаговый метод.
Отметим, что оценка погрешности метода при таком элементарном рассмотрении невозможна даже на первом шаге. Кроме того, особенностью любого пошагового метода является то, что, начиная со второго шага, исходное значение y
[image: image60.wmf]i

 в формуле (8.4) само является приближенным, т.е. погрешность на каждом шаге систематически возрастает.
Часто для оценки точности результата, полученного  методом Эйлера, является способ двойного прохождения заданного отрезка с шагом h и с шагом h/2. Совпадение соответствующих десятичных знаков  в полученных двумя способами результатах дает основание считать их верными.
Пример 1. Решить методом Эйлера обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ)
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 при начальном условии y(0) = 1,3 на отрезке [0;1], выбрав шаг равный h=0,2 и h=0,1. 
Решение. Дано дифференциальное уравнение 
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, следовательно 
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. По формулам (8.4) вычислим yi дважды, учитывая разные значения шага h. Составим таблицу (табл.8.1) значений функции yi с шагом h и h/2.
Таблица 8.1
	x
	yi (h=0.2)
	yi (h=0.1)

	0
	1.3
	1.3

	0.1
	
	1.33

	0.2
	1.35
	1.38

	0.3
	
	1.46

	0.4
	1.52
	1.56

	0.5
	
	1.68

	0.6
	1.77
	1.82

	0.7
	
	1.98

	0.8
	2.09
	2.15

	0.9
	
	2.33

	1
	2.47
	2.53


При составлении табл. 8.1 проводились следующие вычисления:
Если h=0,2, то получаем yi  по формулам (8.4):
1) х0=0, у0=1,3 из начального условия;
2)  х1=0,1,
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3) х2=0,2,
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И т.д.
Аналогичные вычисления проводились и для шага h=0,1. Таким образом, приближенное решение ОДУ получаем в виде точечных значений. Построим ломаную Эйлера для h=0,2 и h=0,1 в одной системе координат (рис.8.2).
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Рис. 8.2. Результаты расчета
Погрешность метода Эйлера имеет порядок малости 0(h), при уменьшении шага погрешность уменьшается. 
Для ОДУ в комплексе SciLab есть встроенная готовая подпрограмма z=ode(y0,x0,x,f), с помощью которой проверим результат примера1, приняв  шаг h=0,1 (табл. 8.2).
Таблица 8.2
Решение примера 1 в подпрограмме ode(y0,x0,x,f)

	function w=f(x, y),w=cos(y)+3*x,endfunction;
x0=0;y0=1.3;x=0:0.1:1.0;
z=ode(y0,x0,x,f),
plot2d(x,z);
xgrid(5)
Результаты
yi=  1.3    1.3400256    1.4049178    1.4922797    1.5999089    1.725864    1.8685651    2.0269138    2.2004267    2.3893776    2.5949631
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Рис. 8.3. Решение обыкновенного дифференциального уравнения
Программа может быть написана самостоятельно. В следующем примере 2 покажем решение с помощью ЭВМ, для чего  составим алгоритм (рис.8.4), следуя которому запишем программу для примера 2 (табл. 8.3)
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  Пример 2. Решить ОДУ y ' = 3sin2y + x   при  y(0) = 2 на отрезке [0;1] с шагом  0.1.
Таблица 8.3
Листинг программы для данного примера
	a=0; b=1; h=0.1;
n=(b-a)/h;
x(1)=a; y(1)=2;
for i=1:n-1
x(i+1)=a+i*h;
y(i+1)=y(i)+h*(3*sin(2*y(i))+x(i));
end
x
y
plot2d(x,y);



Рис. 8.4. Алгоритм программы
Полученное решение показано  графически в виде ломаной Эйлера  на рис. 8.5 и  приведены соответствующие точечные значения x и y.
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Рис. 8.5. Ломаная Эйлера
Точечные значения x и y:
	x  =   0.       0.1       0.2      0.3      0.4      0.5      0.6      0.7      0.8      0.9    1.0
 y  =  2      1.7729593      1.6649395      1.6287868      1.6240705      1.6321664      1.6454368      1.6608186  
    1.6770966      1.6937958    1.7107382


Задание 8.1. Решение дифференциальных уравнений методом Эйлера
Решить обыкновенное дифференциальное уравнение с шагом h и h/2 методом Эйлера. Выполнить «ручной» счет и проверить результат с помощью программ. Варианты заданий приведены в табл. 8.4.
Таблица 8.4
Варианты заданий для решения ОДУ

	Вариант
	f(x)
	a
	b
	y0
	h

	1
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Контрольные вопросы
1. Почему формула Ньютона-Котеса может оказаться непригодной для реального вычисления определенного интеграла?
2. Чем объясняется название формулы прямоугольников?
3. Чем объясняется название формулы трапеций?
4. Что является решением дифференциального уравнения?
5. В какой форме получается приближенное решение дифференциального уравнения по методу Эйлера?
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