ПРАКТИКА 2. –заочники-СЛАУ
РАЗДЕЛ 3. Система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). 
Метод Гаусса

Цель занятия:

- закрепить усвоение теоретического материала по данной теме через решение упражнений; 

- закрепить умения решать системы линейных уравнений методом Гаусса;

- закрепить умения находить значения определителя системы методом Гаусса;

- закрепить умения находить обратную матрицу методом Гаусса.

1.1. Системы линейных алгебраических уравнений

Пример 1. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса.
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Решение. Запишем расширенную матрицу системы:
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Так как, 
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, разделим элементы первой строки на 2,34. Затем из элементов второй строки вычтем элементы первой, умноженные на 8,04, а из элементов третьей - вычтем элементы первой, умноженные на 3,92.
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Теперь элементы второй строки разделим на 19,685. И умножая их на (-0,938), вычтем из элементов третьей строки.
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Элементы третьей строки, разделим на 29,732.
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Получаем треугольную матрицу. Решая ее, начиная с последней строки, найдем значения неизвестных:
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Так как в процессе решения выполнялись округления, то решение содержит вычислительную ошибку.

Определение: Значение разностей между свободными элементами исходной системы и результатами подстановки в уравнения системы найденных значений неизвестных  называется невязками.

В рассмотренном примере невязки имеют следующие значения:
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Следует заметить, что по величине невязок нельзя судить о погрешностях результатов, но можно уточнить решение системы, вычислив поправки для найденных значений неизвестных.

Задание 3.1. Решение СЛАУ методом Гаусса

Дана  система трех линейных уравнений с тремя неизвестными (табл. 3.1):
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Решить систему методом Гаусса:

- используя «ручную» схему единственного деления; вычислить невязки;

- найти решение системы трех линейных алгебраических уравнений с помощью программы для ЭВМ (прилагается ниже).  
Таблица 3.1

Варианты заданий для метода единственного деления


	Номер 

варианта
	i
	ai1
	ai2
	ai3
	bi

	1
	1

2

3
	0,21

0,30

0,60
	-0,45

0,25

-0,35
	-0,20

0,43

-0,25
	1,91

0,32

1,83
	16
	1

2

3
	0,21

0,30

0,60
	-0,45

0,25

-0,35
	-0,20

0,43

-0,25
	1,91

0,32

1,83

	2
	1

2

3
	-3

0,5

0,5
	0,5

-6,0

0,5
	0,5

0,5

-3
	-56,5

-100

-210
	17
	1

2

3
	-0,20

-0,30

1,20
	1,60

0,10

-0,20
	-0,10

-1,50

0,30
	0,30

0,40

-0,60

	3
	1

2

3
	0,45

-0,01

-0,35
	-0,94

0,34

0,05
	-0,15

0,06

0,63
	-0,15

0,31

0,37
	18
	1

2

3
	-9,11

7,61

-4,64
	-1,06

6,35

1,23
	-0,67

-2,42

-8,88
	-1,56

2,33

-3,57

	4
	1

2

3
	0,63

0,15

0,03
	0,05

0,10

0,34
	0,15

0,71

0,10
	0,34

0,42

0,32
	19
	1

2

3
	0,06

0,99

1,01
	0,92

0,01

0,02
	0,03

0,07

0,99
	-0,82

0,66

-0,98

	5
	1

2

3
	-0,20

-0,30

1,20
	1,60

0,10

-0,20
	-0,10

-1,50

0,30
	0,30

0,40

-0,60
	20
	1

2

3
	-3

0,5

0,5
	0,5

-6,0

0,5
	0,5

0,5

-3
	-56,5

-100

-210

	6
	1

2

3
	0,30

-0,10

0,05
	1,20

-0,20

0,34
	-0,20

1,60

0,10
	-0,60

0,30

0,32
	21
	1

2

3
	0,45

-0,01

-0,35
	-0,94

0,34

0,05
	-0,15

0,06

0,63
	-0,15

0,31

0,37

	7
	1

2

3
	0,20

0,58

0,05
	0,44

-0,29

0,34
	0,81

0,05

0,10
	0,74

0,02

0,32
	22
	1

2

3
	0,21

0,30

0,60
	-0,45

0,25

-0,35
	-0,20

0,43

-0,25
	1,91

0,32

1,83

	8
	1

2

3
	6,36

7,42

5,77
	11,75

19,03

7,48
	10

11,75

6,36
	-41,40

-49,49

-27,67
	23
	1

2

3
	-3

0,5

0,5
	0,5

-6,0

0,5
	0,5

0,5

-3
	-56,5

-100

-210

	9
	1

2

3
	-9,11

7,61

-4,64
	1,02

6,25

1,13
	-0,73

-2,32

-8,88
	-1,25

2,33

-3,75
	24
	1

2

3
	0,45

-0,01

-0,35
	-0,94

0,34

0,05
	-0,15

0,06

0,63
	-0,15

0,31

0,37

	10
	1

2

3
	-9,11

7,61

-4,64
	-1,06

6,35

1,23
	-0,67

-2,42

-8,88
	-1,56

2,33

-3,57
	25
	1

2

3
	0,63

0,15

0,03
	0,05

0,10

0,34
	0,15

0,71

0,10
	0,34

0,42

0,32

	11
	1

2

3
	1,02

6,25

1,13
	-0,73

-2,32

-8,88
	-9,11

7,62

4,64
	-1,25

2,33

-3,75
	26
	1

2

3
	-0,20

-0,30

1,20
	1,60

0,10

-0,20
	-0,10

-1,50

0,30
	0,30

0,40

-0,60

	12
	1

2

3
	0,06

0,99

1,01
	0,92

0,01

0,02
	0,03

0,07

0,99
	-0,82

0,66

-0,98
	27
	1

2

3
	0,20

0,58

0,05
	0,44

-0,29

0,34
	0,81

0,05

0,10
	0,74

0,02

0,32

	13
	1

2

3
	0,10

0,04

0,91
	-0,07

-0,99

1,04
	-0,96

-0,85

0,19
	-2,04

-3,73

-1,67
	28
	1

2

3
	0,21

0,30

0,60
	-0,45

0,25

-0,35
	-0,20

0,43

-0,25
	1,91

0,32

1,83

	14
	1

2

3
	0,62

0,03

0,97
	0,81

-1,11

0,02
	0,77

-1,08

-1,08
	-8,18

0,08

0,06
	29
	1

2

3
	0,62

0,03

0,97
	0,81

-1,11

0,02
	0,77

-1,08

-1,08
	-8,18

0,08

0,06

	15
	1

2

3
	0,63

0,90

0,13
	-0,37

0,99

-0,95
	1,76

0,05

0,69
	-9,29

0,12

0,69
	30
	1

2

3
	0,63

0,15

0,03
	0,05

0,10

0,34
	0,15

0,71

0,10
	0,34

0,42

0,32


Пример 3. Решить СЛАУ методом Гаусса в программе  SciLab 5.5.2
Найти неизвестные х1, х2, х3 системы линейных алгебраических уравнений, если матрица коэффициентов и свободных членов  - А- дана в виде

А= 0.06  0.99 1.01 0.92

      0.01  0.02 0.03 0.07

      0.99 -0.82 0.66 -0.98. Алгоритм решения приведен на рис. 3.1. Отдельные блоки приведены в приложении1.
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Рис. 3.1. Алгоритм метода Гаусса
	Листинг программы

n=3


a=[0.06  0.99 1.01 0.92;

0.01    0.02 0.03 0.07; 

0.99 -0.82 0.66 -0.98]

//a=[…]
A=a
//организация цикла
n1=n+1;

for k=1:n,

    k1=k+1; s=a(k,k); j=k;

    //проверка условия 
    for i=k1:n,

        r=a(i,k);

        if abs(r)>abs(s) then

            s=r;

            j=i;

        end     //if 
    end       //next i line 240
    if s==0 then

        disp('Det=0');

        return

    end

    if j<>k then 

       for i=k:n1,

            r=a(k,i); 

            a(k,i)=a(j,i); 

            a(j,i)=r;

        end

    end         //расчет
      
	      for j=k1:n1,

        a(k,j)=a(k,j)/s;

    end       //next j line 280
    for i=k1:n,

        r=a(i,k);

for j=k1:n1,

            a(i,j)=a(i,j)-a(k,j)*r;

        end       //next j line 300
    end           //next i
end               //next k from line 4
//погрешность
for i=n:-1:1,

    s=a(i,n1);

    for j=i+1:n,

        s=s-a(i,j).*x(j);

    end

    x(i)=s;

end

x       //результаты (x1, x2, x3)
//свободные члены уравнения
b=A(:,1:3)*x

//результаты (x1, x2, x3)

 ans  = 

    24.895323  

    17.213808  

  - 17.44098   

-->//свободные члены уравнения

-->b=A(:,1:3)*x

 b  =

     0.92  

    0.07  

  - 0.98  




Контрольные вопросы

1. Какие методы решения СЛАУ вы знаете?

2. В чем заключается прямой и обратный ход в схеме единственного деления?

3. На чем основываются подходы к организации контроля вычислений в прямом ходе, обратном ходе?

4.1. Метод простых итераций

Как отмечалось ранее, итерационные методы используются для решения уравнений и систем любой природы. Рассмотрим, как это делается применительно к системам линейных алгебраических уравнений.

Пример 2. Решить систему уравнений методом простых итераций. Проверить расчет с помощью программы. Дана система с преобладающими диагональными коэффициентами.
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Запишем эквивалентную систему уравнений
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Нулевое приближение      
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Первая итерация
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Вторая итерация
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Третья итерация 
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Оценим сходимость итерационной процедуры
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Проверим решение с помощью программы.

	// решение СЛАУ методом простых итераций. Листинг программы

// ввод матрицы А

A=[4.3 0.217 0 0 ;

0.1 -3.4 -0.207 0;


0 0.09 2.5 0.197;

0 0 0.08 -1.6]

// ввод вектора В

B=[2.633;2.778;2.533;1.928]

// формирование матрицы D

R=diag(A);

D=diag(R);

// формирование матриц P и G

P=-inv(D)*(A-D);

G=inv(D)*B;


	// вычисление начальных приближений

X0=B;

X=P*X0+G;

//циклические вычисления

while max(abs(X-X0))>=0.00001,

X0=X; X=P*X0+G;

end;

//вывод результата

X

// проверка обусловленности матрицы А

cond(A)

Ответы получены

X  = 

    0.6560717  

  - 0.8668572  

    1.1348894  

  - 1.1482556


4.2.Метод Зейделя

Рассмотрим систему линейных уравнений (4.1) и эквивалентную ей систему (4.2). Основная идея метода Зейделя состоит в том, что на каждом шаге итерационного процесса при вычислении значения 
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 учитываются уже полученные значения
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Пример 3.  Решить СЛАУ методом Зейделя
	№
	Матрица системы
	Правая часть

	1
	0,401
	0,301
	0,000
	0,000
	0,122

	
	-0,029
	-0,500
	-0,018
	0,000
	-0,253

	
	0,000
	-0,050
	-1,400
	-0,039
	-0,988

	
	0,000
	0,000
	-0,007
	-2,300
	-2,082


Расширенная матрица системы имеет следующий вид
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В качестве начальных приближений примем все xi равными нулю в правой части системы x1(0)=x2(0) = x3(0)= x4(0)=  0.

Найдем значения неизвестных на первой итерации:
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Или после подстановки получаем
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Далее произведем вторую итерацию:
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Проверим точность:
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Точность не достигнута.

Произведем третью  итерацию: 
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Проверим точность:
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Точность не достигнута.

Произведем четвертую  итерацию: 
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Проверим точность:
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Точность  достигнута.

Решение системы с точностью 0,001: 
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Выполним проверку с помощью программы

	// решение СЛАУ методом Зейделя. Листинг программы
// ввод матрицы А
A=[0.401 0.301 0 0;

-0.029 -0.5 -0.018 0;

0 -0.05 -1.4 -0.039;

0 0 -0.007 -2.3]

// ввод вектора В
B=[0.122;-0.253;-0.988;-2.082]

// формирование матриц R и T
R=tril((A))

T=A-R

// формирование матриц P и G
P=-inv(R)*T;

G=inv(R)*B;


	// вычисление начальных приближений
X0=B;

X=P*X0+G;

//циклические вычисления
while max(abs(X-X0))>=0.00001,

X0=X; X=P*X0+G;

end;

//вывод результата
X

// проверка обусловленности матрицы А
cond(A)

Результаты

X  = 

  - 0.0602787  

    0.4856206  

    0.6632102  

    0.9031989


Сравнение результатов «ручного» и машинного счета

	xi
	x1
	x2
	x3
	x4

	Ручной счет
	-0.060
	0.486
	0.663
	0.903

	ЭВМ
	  - 0.0602787  


	0.4856206  


	0.6632102  


	0.9031989


Задание 4.1. Решение СЛАУ приближенными методами

- Решить систему линейных уравнений, коэффициенты которой приведены в табл.4.1 «ручным» способом и методами простых итераций и Зейделя. 

- Решить на ЭВМ итерационными методами систему уравнений. Сравнить результаты.

Таблица 4.1.

Варианты задания 4.1

	Вариант
	Матрица системы
	Правая часть

	1
	-1,700
	0,003
	0,000
	0,000
	0,681

	
	0,002
	0,800
	0,001
	0,000
	0,480

	
	0,000
	-0,002
	-0,100
	0,030
	-0,802

	
	0,000
	0,000
	-0,003
	-1,600
	-1,007

	2
	-3,000
	0,001
	0,000
	0,000
	1,514

	
	-0,011
	2,100
	0,520
	0,000
	1,478

	
	0,000
	0,005
	1,200
	0,600
	1,083

	
	0,000
	0,000
	-0,010
	-0,300
	-1,007

	3
	4,300
	0,217
	0,000
	0,000
	2,663

	
	0,100
	-3,400
	-0,207
	0,000
	2,778

	
	0,000
	0,090
	2,500
	0,197
	2,533

	
	0,000
	0,000
	0,080
	-1,600
	1,928

	4
	-5,600
	0,268
	0,000
	0,000
	4,032

	
	0,147
	4,700
	0,271
	0,000
	4,313

	
	0,000
	-0,150
	-3,800
	0,274
	4,235

	
	0,000
	0,000
	0,153
	2,900
	3,797

	5
	-8,200
	0,370
	0,000
	0,000
	7,559

	
	0,234
	7,300
	5,600
	0,000
	8,175

	
	0,000
	0,260
	-6,340
	0,422
	8,421

	
	0,000
	0,000
	0,268
	5,500
	8,322

	6
	9,500
	0,422
	0,000
	0,000
	9,719

	
	0,278
	8,601
	0,459
	0,000
	10,500

	
	0,000
	0,315
	7,700
	0,496
	10,915

	
	0,000
	0,000
	0,351
	6,803
	10,978

	7
	10,800
	-0,576
	0,000
	0,000
	12,143

	
	0,321
	9,900
	7,300
	0,000
	13,089

	
	0,000
	0,369
	9,000
	-6,060
	13,674

	
	0,000
	0,000
	0,416
	8,100
	13,897

	8
	-1,100
	0,528
	0,000
	0,000
	14,830

	
	0,365
	1,13
	0,536
	0,000
	15,941

	
	0,000
	-0,423
	1,031
	0,534
	16,969

	
	0,000
	0,000
	0,481
	-0,570
	17,081

	9
	13,400
	0,581
	0,000
	0,000
	17,782

	
	-0,408
	12,500
	-0,650
	0,000
	19,593

	
	0,000
	0,477
	-11,600
	0,781
	19,974

	
	0,000
	0,000
	0,546
	10,700
	20,528

	10
	30,300
	0,153
	0,000
	0,000
	80,168

	
	0,975
	-29,400
	0,011
	0,000
	83,578

	
	0,000
	0,117
	-2,500
	1,660
	86,609

	
	0,000
	0,000
	1,700
	27,600
	89,278

	11
	1,61
	0,332
	0,000
	0,000
	86,814

	
	0,109
	-0,381
	-0,150
	0,000
	90,358

	
	0,000
	-0,060
	0,171
	0,051
	19,861

	
	0,000
	0,000
	0,145
	-0,298
	93,502

	12
	13,400
	0,581
	0,000
	0,000
	17,782

	
	-0,408
	12,500
	-0,650
	0,000
	19,593

	
	0,000
	0,477
	-11,600
	0,781
	19,974

	
	0,000
	0,000
	0,546
	10,700
	20,528

	13
	3,400
	0,581
	0,000
	0,000
	17,782

	
	-0,408
	1,500
	-0,650
	0,000
	19,593

	
	0,000
	0,477
	-2,600
	0,781
	19,974

	
	0,000
	0,000
	0,546
	1,700
	20,528

	14
	11,400
	0,681
	0,000
	0,000
	17,782

	
	-0,408
	10,500
	-0,550
	0,000
	19,593

	
	0,000
	0,677
	-8,600
	0,881
	19,974

	
	0,000
	0,000
	0,746
	11,800
	20,528

	15
	-1,700
	0,003
	0,000
	0,000
	0,681

	
	0,002
	0,800
	0,001
	0,000
	0,480

	
	0,000
	-0,002
	-0,500
	0,030
	-0,802

	
	0,000
	0,000
	-0,003
	-1,600
	-1,007

	16
	-3,000
	0,001
	0,000
	0,000
	1,514

	
	-0,011
	2,100
	0,520
	0,000
	1,478

	
	0,000
	0,005
	1,200
	0,300
	1,083

	
	0,000
	0,000
	-0,010
	-1,300
	-1,007

	17
	4,300
	0,217
	0,000
	0,000
	2,663

	
	0,100
	-3,400
	-0,207
	0,000
	2,778

	
	0,000
	0,090
	2,500
	0,197
	2,533

	
	0,000
	0,000
	0,080
	-1,600
	1,928

	18
	-5,600
	0,268
	0,000
	0,000
	4,032

	
	0,147
	4,700
	0,271
	0,000
	4,313

	
	0,000
	-0,150
	-3,800
	0,274
	4,235

	
	0,000
	0,000
	0,153
	2,900
	3,797

	19
	-8,200
	0,370
	0,000
	0,000
	7,559

	
	0,234
	7,300
	0,600
	0,000
	8,175

	
	0,000
	0,260
	-5,340
	0,422
	8,421

	
	0,000
	0,000
	0,268
	5,500
	8,322

	20
	9,500
	0,422
	0,000
	0,000
	9,719

	
	0,278
	8,601
	0,459
	0,000
	10,500

	
	0,000
	0,315
	7,700
	0,496
	10,915

	
	0,000
	0,000
	0,351
	6,803
	10,978

	21
	10,800
	-0,576
	0,000
	0,000
	12,143

	
	0,321
	9,900
	2,300
	0,000
	13,089

	
	0,000
	0,369
	9,000
	-6,060
	13,674

	
	0,000
	0,000
	0,416
	8,100
	13,897

	22
	-1,100
	0,528
	0,000
	0,000
	14,830

	
	0,365
	2,713
	0,536
	0,000
	15,941

	
	0,000
	-0,423
	2,031
	0,534
	16,969

	
	0,000
	0,000
	0,481
	-1,570
	17,081

	23
	13,400
	0,581
	0,000
	0,000
	17,782

	
	-0,408
	12,500
	-0,650
	0,000
	19,593

	
	0,000
	0,477
	-11,600
	0,781
	19,974

	
	0,000
	0,000
	0,546
	10,700
	20,528

	24
	30,300
	0,153
	0,000
	0,000
	80,168

	
	0,975
	-29,400
	0,011
	0,000
	83,578

	
	0,000
	0,117
	-12,500
	1,660
	86,609

	
	0,000
	0,000
	1,700
	27,600
	89,278

	25
	0,761
	0,332
	0,000
	0,000
	86,814

	
	0,109
	-1,301
	-0,150
	0,000
	90,358

	
	0,000
	-0,060
	2,171
	0,051
	19,861

	
	0,000
	0,000
	0,145
	-1,298
	93,502

	26
	11,400
	0,589
	0,000
	0,000
	18,732

	
	-0,418
	15,500
	-0,650
	0,000
	29,590

	
	0,000
	0,467
	-10,600
	0,981
	18,994

	
	0,000
	0,000
	0,846
	10,900
	21,511

	27
	3,400
	0,581
	0,000
	0,000
	10,892

	
	-1,908
	3,500
	-0,650
	0,000
	12,521

	
	0,000
	1,477
	-9,600
	0,781
	13,376

	
	0,000
	0,000
	2,546
	6,700
	21,765

	28
	1,400
	0,681
	0,000
	0,000
	7,782

	
	-0,408
	6,500
	-0,550
	0,000
	9,593

	
	0,000
	0,677
	-8,600
	0,881
	9,974

	
	0,000
	0,000
	0,746
	13,800
	23,528

	29
	11,400
	0,681
	0,000
	0,000
	12,734

	
	-0,408
	10,500
	-0,550
	0,000
	15,576

	
	0,000
	0,677
	-8,600
	0,881
	12,174

	
	0,000
	0,000
	0,746
	11,800
	10,523

	30
	10,600
	0,681
	0,000
	0,000
	10,654

	
	-0,408
	11,100
	-0,550
	0,000
	12,598

	
	0,000
	0,677
	-7,600
	0,881
	10,456

	
	0,000
	0,000
	0,746
	13,800
	9,528


Контрольные вопросы

1. Каким образом система линейных уравнений преобразуется к итерационному виду?

2. Как сформулировать условие сходимости итерационного процесса

3. Как привести исходную систему линейных уравнений к системе с преобладающими диагональными элементами?

4. Постройте блок-схему решения системы линейных уравнений методом простой итерации.

5. В чем состоит отличие метода Зейделя от аналогичного процесса простой итерации?

6. Постройте блок-схему решения системы линейных уравнений методом Зейделя.
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