Парная линейная регрессия
По данным проведенного опроса восьми семей известны данные связи расходов населения на продукты питания с уровнем доходов семьи.
Таблица 1– Исходные данные для построения модели
	
Расходы на продукты питания, , тыс. руб.
	5,5
	4,4
	4,9
	4,4
	5,2
	5,8
	6,2
	6,0

	
Доходы семьи, , тыс. руб.
	20,4
	15,2
	16,6
	14,8
	19,2
	23,6
	25,1
	26,4


Требуется:
1. Построить уравнение парной линейной регрессии y от x.
2. Оценить тесноту связи изучаемых признаков.
3. Оценить качество уравнения регрессии через среднюю ошибку аппроксимации и F-критерий Фишера.
4. Дать прогноз расходов с вероятностью 0,95, принимая уровень дохода семьи равным 110% от среднего уровня.
Решение:
1. Предположим, что связь между доходами семьи и расходами на продукты питания линейная. Для подтверждения нашего предположения построим поле корреляции (Рис. 1).

Рис. 1 – Поле корреляции
По графику видно, что точки выстраиваются в некоторую прямую линию.

Расчет параметров b0 и b1 линейной регрессии  выполним двумя способами. Для удобства дальнейших вычислений составим таблицу (табл. 2).
1 способ. Решим систему нормальных уравнений относительно b0 и b1:


Подставим суммы из табл. 2 в систему:

.
Решив систему уравнений, получим следующие значения параметров:
b1 = 0,15, b0 = 2,27.



Таблица 2 – Определение параметров модели и оценка её качества
	№
	x
	y
	xy
	x2
	y2
	

	

	A
	


	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	20,4
	5,5
	112,2
	416,16
	30,25
	5,34
	0,16
	3,0
	0,03

	2
	15,2
	4,4
	66,88
	231,04
	19,36
	4,55
	-0,15
	3,5
	0,02

	3
	16,6
	4,9
	81,34
	275,56
	24,01
	4,76
	0,14
	2,8
	0,02

	4
	14,8
	4,4
	65,12
	219,04
	19,36
	4,49
	-0,09
	2,1
	0,01

	5
	19,2
	5,2
	99,84
	368,64
	27,04
	5,16
	0,04
	0,9
	0,00

	6
	23,6
	5,8
	136,88
	556,96
	33,64
	5,82
	-0,02
	0,3
	0,00

	7
	25,1
	6,2
	155,62
	630,01
	38,44
	6,04
	0,16
	2,5
	0,02

	8
	26,4
	6
	158,4
	696,96
	36
	6,24
	-0,24
	4,0
	0,06

	Итого
	161,3
	42,4
	876,28
	3394,4
	228,1
	42,4
	0,0
	19,0
	0,16

	Ср. знач.
	20,16
	5,30
	109,54
	424,3
	28,51
	-
	-
	2,4
	-


2 способ. Рассчитаем параметры регрессии с помощью формул:

;

,

.
Уравнение парной линейной регрессии имеет вид:

.                 (*)
С увеличением дохода семьи на 1 тыс. руб. расходы на продукты питания увеличиваются в среднем на 0,15 тыс. руб.

2. Рассчитаем линейный коэффициент парной корреляции ryx:


 – в среднем доход семьи отклоняется от среднего дохода () на 4,22 тыс. руб.;

;


 - в среднем расходы на питания отклоняются от средних расходов () на 0,65 тыс. руб.;

.
Линейная связь между рассматриваемыми признаками тесная, прямая.
Определим коэффициент детерминации:



3. Расчетные значения результативного признака  определим подставляя в уравнение регрессии (*) значения факторного признака x:



Рис. 2

Рассчитаем индивидуальные ошибки аппроксимации:  



Найдем величину средней ошибки аппроксимации: .
Ошибка аппроксимации показывает отличное соответствие расчетных и фактических данных: среднее отклонение составляет 2,4 %.

Для оценки статистической значимости уравнения регрессии в целом определим наблюдаемое значение F-критерия Фишера:

.
и сравним его с критическим, которое. находим по таблице значений F-критерия при уровне значимости  и степенях свободы k1=m, k2=n-m-1. 


Примем вероятность Р=0,95, тогда . Для уравнения парной линейной регрессии m=1, следовательно k1=1, k2=8-1-1=6. По таблицам находим: .
Так как Fнабл > Fкр (120 > 5,99), с вероятностью 0,95 уравнение регрессии (*) в целом признается статистически значимым и надежным.
4. Полученные оценки уравнения регрессии позволяют использовать его для прогноза. Точечный прогноз расходов на продукты питания при прогнозном значении дохода семьи хр=1,120,16=22,2 тыс. руб. составит: 

 тыс. руб.
Чтобы получить интервальный прогноз, найдем среднюю ошибку прогноза:

,


где ;   .

Критическое значение t-критерия определим по таблицам для уровня значимости  α=0,05 и числа степеней свободы df=n-m-1=8-1-1=6: .
Доверительный интервал прогнозируемых расходов составит:




,
т.е. при доходе семьи, равном 22,2 тыс. руб., расходы на питание с вероятностью 0,95 находятся в пределах от 5,2 до 6,0 тыс. руб.
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