Лекция №2. Парная регрессия
2.1. Спецификация модели

В зависимости от количества факторов, включенных в уравнение регрессии, различают парную (простую) и множественную регрессию.

Парная регрессия представляет собой регрессию между двумя переменными – 
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 и 
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, т. е. модель вида:
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где 
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 – зависимая переменная (объясняемая переменная, результативный признак); 
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 – независимая переменная (объясняющая переменная, факторный признак).

Знак «^» означает, что между переменными 
[image: image6.wmf]x

 и 
[image: image7.wmf]y

 нет строгой функциональной зависимости, поэтому практически в каждом отдельном случае величина 
[image: image8.wmf]y

 складывается из двух слагаемых:
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где 
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 – фактическое значение результативного признака;
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y

 – теоретическое значение результативного признака, найденное исходя из уравнения регрессии;
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 – случайная величина, характеризующая отклонения реального значения результативного признака от теоретического:

[image: image13.wmf]ˆ

yy

e

=-

.                                               (2.1)
Случайная величина 
[image: image14.wmf]e

 включает влияние не учтенных в модели факторов, случайных ошибок и особенностей измерения. Ее присутствие в модели обусловлено тремя источниками: спецификацией модели, выборочным характером исходных данных, особенностями измерения переменных.

От правильно выбранной спецификации модели зависит величина случайных ошибок: они тем меньше, чем в большей мере теоретические значения результативного признака 
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 подходят к фактическим данным 
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.

К ошибкам спецификации относятся неправильный выбор той или иной математической функции для 
[image: image17.wmf]ˆ
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 и недоучет в уравнении регрессии какого-либо существенного фактора.

Наряду с ошибками спецификации могут иметь место ошибки выборки, так как исследователь работает с выборочными данными. Ошибки выборки имеют место и в силу неоднородности данных в исходной статистической совокупности, что, как правило, бывает при изучении экономических процессов. Если совокупность неоднородна, то уравнение регрессии не имеет практического смысла. Для получения хорошего результата обычно исключают из совокупности единицы с аномальными значениями исследуемых признаков. 
Использование временной информации также представляет собой выборку из всего множества хронологических дат. Изменив временной интервал, можно получить другие результаты регрессии.

Наибольшую опасность в практическом использовании методов регрессии представляют ошибки измерения. Если ошибки спецификации можно уменьшить, изменяя форму модели (вид математической формулы), а ошибки выборки – увеличивая объем исходных данных, то ошибки измерения практически сводят на нет все усилия по количественной оценке связи между признаками. 
Особенно велика роль ошибок измерения при исследовании на макроуровне. Так, в исследованиях спроса и потребления в качестве объясняющей переменной широко используется «доход на душу населения». Вместе с тем, статистическое измерение величины дохода сопряжено с рядом трудностей и не лишено возможных ошибок, например, в результате наличия скрытых доходов.

Предполагая, что ошибки измерения сведены к минимуму, основное внимание в эконометрических исследованиях уделяется ошибкам спецификации модели.

В парной регрессии выбор вида математической функции 
[image: image18.wmf](
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 может быть осуществлен тремя методами: графическим; аналитическим, т.е. исходя из теории изучаемой взаимосвязи; экспериментальным.

Графический метод подбора вида уравнения регрессии основан на поле корреляции. Основные типы кривых, используемые при количественной оценке связей, представлены на рис. 2.1:
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Рисунок 2.1 - Основные типы кривых, используемые при количественной оценке связей между двумя переменными
Аналитический метод выбора типа уравнения регрессии основан на изучении материальной природы связи исследуемых признаков.

Экспериментальный метод основан на сравнении показателей качества, рассчитанных при разных моделях (например, путем сравнения величины остаточной дисперсии).

Если уравнение регрессии проходит через все точки корреляционного поля, что возможно только при функциональной связи, когда все точки лежат на линии регрессии 
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, то фактические значения результативного признака совпадают с теоретическими 
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, т.е. они полностью обусловлены влиянием фактора 
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. В этом случае остаточная дисперсия 
[image: image31.wmf]2
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. В практических исследованиях, как правило, имеет место некоторое рассеяние точек относительно линии регрессии. Оно обусловлено влиянием прочих, не учитываемых в уравнении регрессии, факторов. Иными словами, имеют место отклонения фактических данных от теоретических 
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. Величина этих отклонений лежит в основе расчета остаточной дисперсии:
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Чем меньше величина остаточной дисперсии, тем меньше влияние не учитываемых в уравнении регрессии факторов и тем лучше уравнение регрессии подходит к исходным данным.

Считается, что число наблюдений должно в 7-8 раз превышать число рассчитываемых параметров при переменной 
[image: image34.wmf]x

. Это означает, что искать линейную регрессию, имея менее 7 наблюдений, вообще не имеет смысла. Если вид функции усложняется, то требуется увеличение объема наблюдений.
2.2. Линейная регрессия и корреляция
Линейная регрессия находит широкое применение в эконометрике ввиду четкой экономической интерпретации ее параметров.

Линейная регрессия сводится к нахождению уравнения вида
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Уравнение вида (2.3) позволяет по заданным значениям фактора 
[image: image36.wmf]x

 находить теоретические значения результативного признака, подставляя в него фактические значения фактора 
[image: image37.wmf]x

 (рис. 2.2).
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Рисунок 2.2 – Графическая интерпретация параметров линейной регрессии

Параметр 
[image: image39.wmf]0
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 определяется как точка пересечения линии регрессии с осью Оy, а параметр 
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 исходя из угла наклона линии регрессии как 
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, где 
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D

 - приращение результата y, 
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 - приращение фактора х.
Построение линейной регрессии сводится к оценке ее параметров – 
[image: image44.wmf]0
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 и 
[image: image45.wmf]1
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. Классический подход к оцениванию параметров линейной регрессии основан на методе наименьших квадратов (МНК). МНК позволяет получить такие оценки параметров 
[image: image46.wmf]0

b

 и 
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, при которых сумма квадратов отклонений фактических значений результативного признака 
[image: image48.wmf]y

 от теоретических 
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 минимальна:
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Т.е. из всего множества линий линия регрессии на графике выбирается так, чтобы сумма квадратов расстояний по вертикали между точками и этой линией была бы минимальной (рис. 2.3).
Рисунок 2.3 - Линия регрессии с минимальной дисперсией остатков
Как известно из курса математического анализа, чтобы найти минимум функции (2.4), надо вычислить частные производные по каждому из параметров 
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 и 
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 и приравнять их к нулю. Обозначим 
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После преобразований, получим следующую систему линейных уравнений для оценки параметров 
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 и 
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Решая систему уравнений (2.5), найдем искомые оценки параметров
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 и 
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. Можно воспользоваться следующими формулами, которые следуют непосредственно из решения системы (2.5):
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где 
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 – дисперсия признака 
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Дисперсия – характеристика случайной величины, определяемая как математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее математического ожидания. Математическое ожидание – сумма произведений значений случайной величины на соответствующие вероятности.
Параметр 
[image: image70.wmf]1
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 называется коэффициентом регрессии. Его величина показывает среднее изменение результата с изменением фактора на одну единицу. Знак при коэффициенте регрессии показывает направление связи: при b1 > 0, связь прямая, а при b1 < 0 – связь обратная.
Формально b0 – значение 
[image: image71.wmf]y

 при 
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. Если признак-фактор 
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 не может иметь нулевого значения, то вышеуказанная трактовка свободного члена b0 не имеет смысла, т.е. параметр b0 может не иметь экономического содержания. Попытки экономически интерпретировать параметр b0 могут привести к абсурду, особенно при b0 < 0. Если b0 > 0, то относительное изменение результата происходит медленнее, чем изменение фактора, т.е. 
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 - коэффициент вариации признака х; 
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Для оценки тесноты линейной связи между двумя признаками рассчитывают линейный коэффициент парной корреляции 
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где 
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 - среднее квадратическое отклонение признака х;
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 - дисперсия признака y;                                 (2.10)
      
[image: image81.wmf]2
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 - среднее квадратическое отклонение признака y.
Среднее квадратическое отклонение – в теории вероятностей и статистике наиболее распространенный показатель рассеивания значений случайной величины относительно ее математического ожидания. Измеряется в единицах измерения самой случайной величины. Равно корню квадратному из дисперсии случайной величины. Среднее квадратическое отклонение показывает, на сколько в среднем величина изучаемого признака у отдельных единиц совокупности отличается от среднего значения признака в совокупности.
Линейный коэффициент парной корреляции находится в пределах: 
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 к единице, тем сильнее линейная связь между признаками (при 
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 имеем строгую функциональную зависимость). Если ryx = 0, линейная связь между y и x отсутствует. Если 
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, линейная связь между y и x слабая; если 
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, линейная связь между y и x средняя; если 
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, линейная связь между y и x тесная.
Близость абсолютной величины линейного коэффициента корреляции к нулю еще не означает отсутствия связи между признаками. При другой (нелинейной) спецификации модели связь между признаками может оказаться достаточно тесной.

Для оценки качества подбора функции рассчитывается коэффициент детерминации, характеризующий долю дисперсии результативного признака 
[image: image88.wmf]y

, объясняемую регрессией, в общей дисперсии результативного признака:
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Величина 
[image: image90.wmf]2
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 характеризует долю дисперсии 
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, вызванную влиянием остальных не учтенных в модели факторов.

Линейный коэффициент детерминации может быть рассчитан как квадрат линейного коэффициента корреляции: 
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2.3. Оценка качества уравнения регрессии
После того как найдено уравнение регрессии, проводится оценка значимости как уравнения в целом, так и отдельных его параметров.

Проверить значимость уравнения регрессии – значит установить, соответствует ли математическая модель, выражающая зависимость между переменными, экспериментальным данным и достаточно ли включенных в уравнение объясняющих переменных (одной или нескольких) для описания зависимой переменной.

Чтобы иметь общее суждение о качестве модели из относительных отклонений по каждому наблюдению, определяют среднюю ошибку аппроксимации:
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(2.12)

где 
[image: image94.wmf]i
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 - индивидуальная ошибка аппроксимации.
Если 
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 - модель отличного качества; если 
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 - модель хорошего качества; если 
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Оценка значимости уравнения регрессии в целом производится на основе 
[image: image99.wmf]F

-критерия Фишера, которому предшествует дисперсионный анализ. В математической статистике дисперсионный анализ рассматривается как самостоятельный инструмент статистического анализа. В эконометрике он применяется как вспомогательное средство для изучения качества регрессионной модели.

Согласно основной идее дисперсионного анализа, общая сумма квадратов отклонений переменной 
[image: image100.wmf]y

 от среднего значения 
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 раскладывается на две части – «объясненную» и «необъясненную»:
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где 
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 – общая сумма квадратов отклонений;
       
[image: image104.wmf](

)

2

1

ˆ

n

фактi

i

Qyy

=

=-

å

 – факторная сумма квадратов отклонений (сумма квадратов отклонений, объясненная регрессией);
       
[image: image105.wmf](
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 – остаточная сумма квадратов отклонений.

Любая сумма квадратов отклонений связана с числом степеней свободы df, т. е. с числом свободы независимого варьирования признака. Число степеней свободы связано с числом единиц совокупности n и с числом определяемых по ней констант. Разделив каждую сумму квадратов на соответствующее число степеней свободы, получим дисперсию на одну степень свободы.
Схема дисперсионного анализа имеет вид, представленный в таблице 2.1 (
[image: image106.wmf]n

 – число наблюдений, 
[image: image107.wmf]m

 – число параметров при переменной 
[image: image108.wmf]x

).

Таблица 2.1

	Компоненты дисперсии
	Сумма квадратов
	Число степеней свободы
	Дисперсия на одну степень свободы
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	Факторная
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	Остаточная
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Определение дисперсии на одну степень свободы приводит дисперсии к сравнимому виду. Сопоставляя факторную и остаточную дисперсии в расчете на одну степень свободы, получим величину 
[image: image118.wmf]F

-критерия Фишера:
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Оценивание качества модели по F-критерию Фишера состоит в проверке гипотезы H0 о статистической незначимости уравнения регрессии. Для этого наблюдаемое значение 
[image: image120.wmf]F

-критерия Фишера (2.13) сравнивается с критическим (табличным) значением 
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 при уровне значимости 
[image: image122.wmf]1

P

a

=-

 и степенях свободы 
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. Уровень значимости α – вероятность отвергнуть гипотезу при условии что она верна. Обычно принимается равной 0,05 или 0,01.

Если Fнабл > Fкр, то признается статистическая значимость и надежность уравнения регрессии. Если Fнабл < Fкр, то признается статистическая незначимость и ненадежность уравнения регрессии.

Величина 
[image: image125.wmf]F

-критерия связана с коэффициентом детерминации 
[image: image126.wmf]2
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, и ее можно рассчитать по следующей формуле:
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Для парной линейной регрессии 
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Для оценки статистической значимости параметров уравнения регрессии применяется t-распределение Стьюдента. Величина параметра сравнивается с его стандартной ошибкой, т.е. определяется наблюдаемое (фактическое) значение 
[image: image130.wmf]t

-критерия Стьюдента:
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которое затем сравнивается с критическим (табличным) значением 
[image: image132.wmf](
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 при уровне значимости 
[image: image133.wmf]a

 и числе степеней свободы 
[image: image134.wmf]1
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Стандартные ошибки параметров линейной регрессии определяются по формулам:
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где 
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 – остаточная дисперсия на одну степень свободы.       (2.19)
Если |tнабл| > tкр, то параметр bj признается статистически значимым. Если |tнабл| < tкр, то признается статистическая незначимость параметра bj.

Величина стандартной ошибки совместно с 
[image: image138.wmf]t

-распределением Стьюдента применяется для расчета доверительного интервала параметров регрессии:
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Поскольку знак коэффициента регрессии b1 указывает на рост результативного признака 
[image: image140.wmf]y

 при увеличении факторного признака 
[image: image141.wmf]x
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), уменьшение результативного признака при увеличении признака-фактора (
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) или его независимость от независимой переменной (
[image: image144.wmf]1

0

b

=

) (см. рис. 2.3), то границы доверительного интервала для коэффициента регрессии не должны содержать противоречивых результатов, например, 
[image: image145.wmf]1

1,30,6

b

-££

. Такого рода запись указывает, что истинное значение коэффициента регрессии одновременно содержит положительные и отрицательные величины и даже ноль, чего не может быть.


Рисунок 2.4 - Наклон линии регрессии в зависимости от значения параметра 
[image: image146.wmf]1
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Связь между F-критерием Фишера и t-критерием Стьюдента выражается равенством:
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В прогнозных расчетах по уравнению регрессии определяется предсказываемое 
[image: image148.wmf]ˆ
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 значение как точечный прогноз 
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, т.е. путем подстановки в уравнение регрессии 
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 соответствующего значения 
[image: image152.wmf]x

. Однако точечный прогноз явно нереален, поэтому он дополняется интервальной оценкой прогнозного значения 
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где 
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 – средняя ошибка прогнозируемого индивидуального значения y:
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