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Введение 
Цифровая обработка сигналов относится к одному из направлений радиотехники и широко используется в различных областях науки и техники: радиолокации, медицине, измерительной технике, космических исследованиях, технике связи и др. Это обусловлено большими возможностями цифровой техники и ее преимуществом по сравнению с аналоговой, особенно в части реализации сложных алгоритмов обработки сигналов. В то же время такие, недавно присущие цифровой обработке недостатки, как сложность и не очень высокое быстродействие, значительно потеряли свою былую актуальность с появлением сверхбыстродействующих ЭВМ и специализированных микропроцессоров.
Для облегчения усвоения материал курса «Цифровая обработка сигналов» разделен на две части.  В первой части рассматриваются дискретные сигналы и дискретные цепи. Большое внимание уделяется вопросам анализа шумов квантования, искажениям амплитудно-частотных характеристик, вызванных ограничением кодовых слов при представлении коэффициентов фильтра, исследуются способы масштабирования сигнала.
Вторая часть курса посвящена изучению методов проектирования цифровых фильтров, а также применению цифровых фильтров при адаптивной обработки сигналов.


1 Основные понятия и определения

Цифровая обработка сигналов – любая линейная операция по получению массива числовых данных и по их обработке (сложение, вычитание, умножение) по заданному алгоритму с целью получения информации.
Область применения – применяется практически во всех областях науки и техники.
Преимущества ЦОС – высокая точность и высокое качество получаемой информации, возможность обработки по сложным алгоритмам.
Цифровой фильтр (ЦФ) – произвольная линейная операция (или линейная цифровая обработка сигналов).
Сигнал – зависимость одной величины от другой (будем понимать под сигналом зависимость напряжения от времени).
Аналоговый сигнал – непрерывная или кусочно-непрерывная функция времени.
Дискретный сигнал – последовательность отсчетов функций, взятых в определенные моменты времени : , где - интервал времени, через который берутся отсчеты (дискретный сигнал определяют еще как временной ряд или решетчатую функцию).
Цифровой сигнал – квантованный по уровню дискретный сигнал.
Квантование по уровню – преобразование отсчетов сигнала в числа.
Дискретизация аналогового сигнала во временной области – процесс преобразования аналогового сигнала в последовательность отсчетов сигнала.
Дискретизация аналогового сигнала в частотной области – процесс преобразования спектра аналогового сигнала в последовательность частотных отсчетов. 
Обобщенная структурная схема системы цифровой обработки сигналов представлена на рисунке 1.1
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Рисунок 1.1 – Обобщенная структурная схема системы цифровой обработки сигналов

– аналоговый сигнал;
– дискретизированный аналоговый сигнал;
– цифровой входной сигнал;
– цифровой выходной сигнал;
– выходной дискретный сигнал;
 – выходной аналоговый сигнал;
АЦП – аналого-цифровой преобразователь, производит преобразование аналогового сигнала в цифровой. Состоит из электронного ключа (дискретизатора) ЭК и кодера (квантователя);
ЭК – электронный ключ (дискретизатор) – преобразовывает аналоговый сигнал в дискретный;
Кодер (квантователь) – преобразовывает дискретный сигнал в цифровой;
ЦВУ – цифровое вычислительное устройство производит линейные математические операции (сложение, вычитание, умножение) по определённому алгоритму (свертка, корреляция, модуляция, ДПФ и т.д.);
ЦАП – цифро-аналоговый преобразователь, преобразовывает цифровой сигнал в аналоговый, состоит из декодера и фильтра нижних частот (ФНЧ);
Декодер – преобразовывает цифровой сигнал в дискретный;
ФНЧ – преобразовывает дискретный сигнал в аналоговый.

1.1 Дискретизация аналоговых сигналов

Дискретизация осуществляется с помощью дискретизатора. Простейшая схема дискретизатора представляет собой управляемый электронный ключ, на вход которого подается аналоговый сигнал, а на выходе образуется последовательность отсчетов, отстоящих друг от друга на время  (интервал дискретизации – время, в течение которого ключ разомкнут) и имеющих длительность, близкую к нулю. Амплитуды отсчетов в идеальном случае равны амплитуде аналогового сигнала в соответствующие моменты времени . Процесс дискретизации пояснен на рисунке 1.2
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Рисунок 1.2 – Дискретизация аналогового сигнала
Если интервал  – постоянная величина, тогда говорят о периоде дискретизации  и частоте дискретизации.
	 или  	(1.1)

1.1.1 Формы записи дискретных сигналов

Дискретизированный сигнал может быть представлен в виде последовательности дельта-функций, взвешенной значениями отсчетов  аналогового сигнала [5]
	,	(1.2)
	 , 	(1.3)
или в виде последовательности отсчетов (последовательности чисел) 
	 	(1.4)
	 	(1.5)

1.1.2 Некоторые наиболее распространенные дискретные сигналы

 1. Дискретный импульс (дискретная импульсная функция) – сигнал, принимающий единичное значение при  и нулевое значение при  (). 
Играет такую же роль, как и дельта - функция в аналоговых цепях. Обозначается  или, но чаще  или 
	 	(1.6)
имеет вид (рисунок 1.3) 
[image: ]
Рисунок 1.3 – Дискретная импульсная функция (дискретный импульс)

2. Дискретная ступенчатая функция 
	 	(1.7)
имеет вид (рисунок 1.4)
[image: ]
Рисунок 1.4 – Дискретная ступенчатая функция


1.1.3 Понятие частоты Найквиста

Гармонический сигнал может быть адекватно представлен дискретными отсчетами, если его частота  не превышает половины частоты дискретизации, которая называется частотой Найквиста .
	 или  	(1.8)

1.1.4 Спектры дискретных сигналов. Связь спектра аналогового сигнала и дискретного сигнала

Дискретный сигнал  во временной области представляется в виде последовательности - функций, взвешенных отсчетами аналогового сигнала  или, учитывая фильтрующие свойства - функции
	,	 (1.9)
	Применим преобразование Фурье и теорему смещения спектра сигнала, найдем спектр дискретизированного сигнала 
		(1.10)
Из формулы (1.10) видно, что спектр дискретизированного сигнала представляет собой периодическое повторение (с периодом ) в частотной области двухстороннего спектра  аналогового (исходного) сигнала . 

1.1.5 Ошибки наложения спектров и способы их уменьшения

Наложение спектров не происходит, если спектр аналогового сигнала конечен, а верхняя частота спектра  меньше в два раза частоты дискретизации  (или равна частоте Найквиста ) . 
Реальные сигналы всегда имеют бесконечный спектр. Поэтому для уменьшения ошибок наложения подлежащий дискретизации аналоговый сигнал, имеющий спектральные составляющие с частотами, превышающими частоту Найквиста , целесообразно пропустить перед дискретизацией через фильтр нижних частот (ФНЧ) с частотой среза, равной частоте Найквиста.

1.1.6 Преобразование Фурье дискретного сигнала

Прямое преобразование Фурье
	 	(1.11)
Обратное преобразование Фурье
		 (1.12)
1.1.7 Теорема Котельникова во временной области

Поскольку дискретизированный сигнал  представляет собой сумму взвешенных -функций
	,	 
то при прохождении такого сигнала через ФНЧ с импульсной характеристикой  (рисунок 1.5) каждая -функция в момент времени  порождает на выходе масштабированную копию импульсной характеристики ФНЧ. В результате выходной сигнал , как реакция фильтра на -функции, будет представлять собой сумму масштабированных (умноженных на ) значений импульсных функций, сдвинутых относительно друг друга на время .
[image: ]
Рисунок 1.5 – Импульсная характеристика идеального ФНЧ

 или ,	(1.13)
где  – базис Котельникова.
Формула (1.13) позволяет восстановить аналоговый сигнал по его дискретным отсчетам и называется рядом (теоремой) Котельникова во временной области.

1.1.8 Некоторые свойства спектров дискретных сигналов 

1. Спектр  является периодической функцией частоты с периодом, равным частоте дискретизации .
2. Свойство линейности вытекает из линейности преобразования Фурье
		(1.14)
4. Смещение в области комплексного переменного: сдвиг спектра  последовательности  по оси частот вправо (влево) на величину  () соответствует умножению последовательности на оператор 
	 	(1.15)
5. Смещение в области действительного переменного
	 	(1.16)
6. Равенство Парсеваля для дискретного сигнала
		(1.17)

1.2 Z – преобразование дискретных сигналов

Z – преобразование является одним из методов решения линейных разностных уравнений.
Z–преобразование последовательности отсчетов  обозначается , где – комплексная переменная, в общем случае, равная
		 (1.18)
При Z–преобразовании последовательности  ставится в соответствие функция комплексной переменной , определяемая следующим образом
	 	(1.19)
Условие сходимости и область сходимости Z – преобразования сигнала
Функция  определяется только для тех значений , при которых ряд (1.19) сходится. Ряд 1.42 сходится, если 
	 	(1.20)
Выражение (1.20) является условием сходимости.
Все значения , для которых выполняется условие (1.20), называются областью сходимости Z – преобразования последовательности .
Если известны полюсы  и нули  Z – преобразования  последовательности , то можно записать  с точностью до постоянного множителя в виде сомножителей.
				(1.21)
1.2.1 Основные теоремы (свойства) Z – преобразования

Свойство однозначности
Если функции  и  являются Z – преобразованиями соответственно последовательностей  и , то 
	, 	(1.22)
если и только если  для .
Это означает, что каждой последовательности соответствует одно и только одно Z – преобразование.

Свойство линейности
Z – преобразование – линейная операция. Если  и  являются соответственно Z–преобразованиями последовательностей  и , то для последовательности
	 	(1.23)
где  – постоянные, Z – преобразование определяется следующим образом
		 (1.24)

Свойство задержки (сдвига)
Если последовательность  имеет Z – преобразование , то задержанная на m тактов (отсчетов) последовательность  имеет следующее Z – преобразование
		(1.25)

Теорема (свойство) свертки
Если   и  являются соответственно Z – преобразованиями последовательностей  и , то свертка  и  определяется выражением
	,	(1.26)
где знак  – знак свертки. 

Теорема умножения сигналов
Если  и , то 
		(1.27)
где  – комплексные переменные на комплексной плоскости .
Контур  – контур интегрирования находится внутри пересекающихся областей сходимости последовательностей  и .

Теорема Парсеваля для дискретных сигналов (в Z – области)
		(1.28)

Теорема умножения последовательности на 
	 	(1.29)

Теорема умножения последовательности на 
		 (1.30)

Теорема опережающего сдвига
		 (1.31)

1.2.2 Обратное Z – преобразование
Обратное Z – преобразование  функции  определяется соотношением
	,	(1.32)
где интеграл берется по замкнутому контуру , в качестве которого может быть взята окружность в области сходимости функции  в Z – плоскости. 

1.2.3 Методы определения дискретного сигнала (последовательности чисел) по его Z – преобразованию

Методы определения дискретного сигнала (последовательности чисел) по его Z-преобразованию – это, по существу, методы вычисления интеграла (1.32):
- метод вычетов, 
- метод разложения на простые дроби, 
- метод непрерывного деления полинома числителя на полином знаменателя функции ,
- метод разложения функции  в степенной ряд.

Метод, основанный на теореме вычетов
Функция  (1.32) определяется суммой вычетов подынтегральной функции в полюсах, расположенных в области, охватываемой контуром интегрирования .
		(1.33)
Вычеты вычисляются во всех полюсах внутри окружности C. В общем случае могут быть:
а) полюсы вещественные и простые; 
б) полюсы вещественные и кратные; 
в) полюсы комплексно-сопряженные (могут быть и кратными); 
г) имеются все {(а), б) и в)} полюсы.
а) Полюсы вещественные и простые, количество полюсов Q
		(1.34)
б) Полюсы вещественные и кратные (кратность )
(например, имеется Q корней и каждый из них имеет кратность )
		(1.35)
в) Полюсы комплексно-сопряженные
		(1.36)

Метод непрерывного деления числителя Z – преобразования сигнала на знаменатель
Пусть функция  имеет общий вид
		(1.37)
Делим полином числителя функции  на полином знаменателя, получаем (в процессе деления на каждом этапе деления исключаем член  с наименьшей степенью)
		(1.38)
Сравним полученное выражение с формулой (1.19), имеем  и так далее. 
Замечание: Метод вычетов и метод разложения на простые дроби позволяют найти выражение (формулу) дискретного сигнала (по которой легко определяются отсчеты). Метод разложения Z – преобразования в степенной ряд и метод деления полинома числителя Z – преобразования на полином знаменателя позволяют определить только отсчеты дискретного сигнала, но не формулу дискретного сигнала.

1.2.4 Связь между точками комплексной плоскости Р и точками Z – плоскости
Переменные  и  связаны между собой зависимостью , где 
Пусть , тогда  и 
		(1.39)
Из формулы (1.39) следует, что все точки Р плоскости, лежащие на мнимой оси , переходят в точки единичной окружности, так как 
		(1.40)
В частности, точка  переходит в точку .
Точки  – в точки .
Точки  – в точки .
	 	(1.41)
а) Пусть . Точки в Р – плоскости находятся в левой полуплоскости, им соответствуют точки в Z – плоскости, находящиеся на окружности радиуса  (внутри единичного круга), угол радиус-вектора  равен .
		(1.42)
б) Пусть . Точки в Р–плоскости находятся в правой полуплоскости, им соответствуют точки в Z–плоскости, находящиеся на окружности радиуса  (вне единичного круга), угол радиус–вектора  равен .
Вышеизложенное пояснено на рисунке 1.6
[image: ]
Рисунок 1.6 – Преобразование точек Р – плоскости в точки Z – плоскости

1.3 Примеры

Пример 1. 
Дана последовательность . Найти спектр этой последовательности.
Решение:


Пример 2. 
Сигнал , дискретизированный в соответствии с теоремой Котельникова, имеет четыре отсчета . Найти аналоговый сигнал и определить мгновенное значение аналогового сигнала в момент времени , если период дискретизации равен .
Решение:
1. Для восстановления аналогового сигнала используем ряд Котельникова

Вид функции  качественно изображен на  рисунке
[image: ]
2. Значение функции при   равно: 

Пример 3. 
Определить Z – изображение дискретного импульса

Решение:
Воспользуемся формулой  – изображения

Пример 4. 
Определить  – изображение задержанного на m отсчетов дискретного импульса

Решение:
Используя теорему запаздывания, имеем

Пример 5 
Определить  – изображение дискретной ступенчатой функции 
 
Решение:
Воспользуемся формулой  – изображения

Если , тогда (выполняется условие сходимости) и ряд  сходится и представляет сумму членов бесконечной геометрической прогрессии, равную 

Пример 6
 – преобразование дискретного сигнала  имеет вид 

Найти дискретный сигнал , используя метод вычетов. Определить четыре первых отсчета дискретного сигнала.
Решение:
С учетом формулы (1.56)

имеем подынтегральную функцию  вида

Определяем полюсы этой функции, для этого приравняем нулю полином знаменателя и найдем корни полученного уравнения

 (полюс кратности 2: ); 
;
(полюс кратности 2: ).
Определяем вычет функции  в полюсе  () по формуле (1.58)



Здесь учтено, что для  .
Определяем вычет функции  в полюсе  по формуле (1.57)

Определяем вычет функции  в полюсе  () по формуле (1.58) (порядок вычисления такой же, как в пункте 3)

Определяем сигнал x(nT)
 
Определяем первые четыре отсчета

или .

Пример 7. 
 – преобразование дискретного сигнала  имеет вид 

Найти дискретный сигнал , используя метод разложения на простые дроби. Определить четыре первых отсчета дискретного сигнала.
Решение:
Представим  в виде

Определяем полюсы функции, для этого приравняем полином знаменателя и найдем корни полученного уравнения 

 (полюс кратности 2: ); 
;
(полюс кратности 2: ).
Определяем коэффициенты  по формуле 


=
	  
	 
 	
	
 

Определяем последовательность отсчетов 

Определяем четыре отсчета:



 или .

Пример 8. 
 – преобразование дискретного сигнала  имеет вид 

Определить четыре первых отсчета дискретного сигнала.
Решение:
Представим Z – преобразование в виде 

Определим отсчеты методом деления полинома числителя на полином знаменателя, коэффициенты которого представляют собой отсчеты сигнала 

Таким образом, и отсчеты сигнала равны .

1.4  Вопросы для самоконтроля

1. Дайте определение частоты Найквиста
2.  Дайте определение частоты дискретизации.
3. Назовите теоремы и свойства прямого преобразования Фурье.
4. Запишите уравнение связи спектра аналогового сигнала со спектром дискретизированного аналогового сигнала.
5. Назовите причины наложения спектров при дискретизации аналогового сигнала.
6. В каком случае применяется ряд Котельникова?
7. Запишите уравнение Z-пребразования временных последовательностей.
8. Запишите условие сходимости и область сходимости Z-пребразования временных последовательностей.
9. Назовите методы определения дискретного  сигнала  по его Z-изображению.
10. Запишите уравнение связи между точками  Р- плоскости и  точками  Z- плоскости.


2 Дискретное преобразование Фурье (ДПФ). Быстрое преобразование Фурье (БПФ)

2.1 Дискретное преобразование Фурье (ДПФ).
	Дискретное преобразование Фурье является разновидностью преобразования Фурье и специально предназначено для работы с дискретными периодическими сигналами (но, при определенных условиях, и для работы с непериодическими сигналами).
Пусть имеется аналоговый периодический сигнал  c периодом , например, периодическая последовательность прямоугольных импульсов длительностью , скважностью  и амплитудой  (рисунок 2.1).
[image: ]
Рисунок 2.1 – Периодическая последовательность прямоугольных импульсов 
Произведем дискретизацию этого сигнала с интервалом , получим дискретный периодический сигнал (рисунок 2.2).
[image: ]
Рисунок 2.2 – Дискретный периодический сигнал 
Такая последовательность полностью описывается набором чисел, в качестве которого можно взять произвольный фрагмент длиной . Выберем последовательность  для . Поставим в соответствие периодической последовательности  сигнал из смещенных во времени - функций
	 	(2.1)
Тогда сигнал (2.1) также будет периодическим с периодом . Так как сигнал (2.1) является и дискретным и периодическим с периодом , то его спектр должен быть периодическим с периодом  и должен быть дискретным. Таким образом, в силу периодичности аналогового сигнала (период ), его спектр должен быть дискретным , а в силу того, что аналоговый сигнал дискретизируется (интервал дискретизации ), то его спектр должен быть периодическим. Сказанное качественно поясним изображением спектров соответственно на рисунках 2.3 и 2.4.
[image: ]
Рисунок 2.3 – Спектр  периодического сигнала 
[image: ]
Рисунок 2.4 – Спектр  дискретного периодического сигнала

Итак, периодический дискретный сигнал имеет периодический дискретный спектр, период которого описывается конечным набором  чисел (один период спектра содержит  гармоник).
Прямое дискретное преобразование Фурье (ПДПФ) 
	 	(2.2)
где  – комплексные коэффициенты ряда Фурье, в который разложен дискретизированный периодический сигнал. 
Запишем формулу ОДПФ без вывода
	 	(2.3)
Из формулы (2.9) можно сделать важный вывод, что коэффициенты ДПФ  последовательности конечной длины  однозначно представляют саму последовательность, так как по ним можно достаточно точно восстановить исходную последовательность, используя ОДПФ.
Связь между ДПФ последовательности и Z – преобразованием этой последовательности.
		(2.4)
Таким образом, зная Z – преобразование последовательности, можно определить ДПФ этой последовательности. 
Связь между Z – преобразованием ограниченной последовательности и ДПФ этой последовательности
	(2.5)


Связь ДПФ последовательности с преобразованием Фурье этой последовательности
Во многих случаях при проектировании фильтров требования заданы на частотную характеристику фильтра , которая является преобразованием Фурье импульсной характеристики. Потому возникает потребность по  найти .  определяется, по следующей формуле 
		(2.6)

Теоремы (свойства) дискретного преобразования Фурье

 1.Теорема линейности.
Пусть последовательности  и  имеют одинаковую длину . Тогда ДПФ суммы последовательностей  равно 
	 	(2.7)
Причем все ДПФ имеют длину .
Если последовательность  имеет длину , а  имеет длину , тогда длительность линейной комбинации  равна  и . ДПФ всех последовательностей , ,  должна вычисляться при .
 Например, если , то  вычисляется в  точках
		 (2.8)
Последовательность  дополняется  нулями и ДПФ последовательности  вычисляется также в  точках
	 	(2.9)
и  имеет длину  (то есть ).
2. Теорема задержки (сдвига) последовательности 
Пусть имеется последовательность . ДПФ этой последовательности
		 (2.10)
Сдвинем последовательность на один такт (отсчет), тогда получим , ее ДПФ
		(2.11)
При сдвиге последовательности на  шагов  (,  может быть как положительным, так и отрицательным числом) ДПФ последовательности будет равно
		(2.12)
3. Свойство симметрии
	 	(2.13)
Согласно (2.13) спектр является «сопряженно-симметричным» относительно спектральной  составляющей  с номером .
Если же исходная последовательность  не является вещественной, симметрия спектра отсутствует и  комплексным отсчетам во временной области соответствует  комплексных отсчетов в спектральной области.
4. Свойство периодичности ДПФ
ДПФ является периодической функцией частоты с периодом, равным  (в нормированном виде) или
	 	(2.14)
где  – длительность аналогового сигнала, равная , 
 – период следования аналоговых сигналов (в общем случае может быть ).
5. Свойство произведения двух последовательностей
ДПФ произведения двух последовательностей соответствует круговой свертке спектров последовательностей (круговой свертке ДПФ последовательностей).
		 (2.15)
6. Равенство Парсеваля
Из уравнения (2.15) при , заменив  на , имеем равенство Парсеваля
		(2.16)
7. Теорема круговой свертки последовательностей
Если периодические последовательности  и  с периодом  имеют ДПФ  и , то - точечное ДПФ последовательности , являющейся круговой сверткой последовательностей  и , равно произведению ДПФ  
	, 	(2.17)

2.2 Быстрое преобразование Фурье (БПФ)

Краткая теория.
Для уменьшения времени обработки длинных числовых последовательностей на основе ДПФ были разработаны алгоритмы быстрого дискретного преобразования Фурье (БПФ). Наибольшее распространение получили алгоритмы БПФ с основанием 2, для реализации которых длина  последовательности должна быть кратной 2
	, 	(2.18)
где  – целое положительное число.
Первый алгоритм БПФ с основанием 2 был разработан американскими учеными Кули и Тьюки в 1965г. Известны две версии этого алгоритма: 
- с прореживанием по времени;
- с прореживанием по частоте.

Быстрое преобразование Фурье (БПФ) с прореживанием по времени

Основная идея БПФ с прореживанием по времени заключается в поэтапном вычислении - точечного ДПФ
		 (2.19)
Перед выполнением преобразования отсчеты  последовательности разделяются на четные и нечетные последовательности до тех пор, пока не получиться  2-х точечных четных и нечетных последовательностей. Для разделения  последовательности на  2-х точечных четных и нечетных последовательностей применяется алгоритм БИТ - реверсии.
Разделим  последовательности на четные и нечетные, тогда ДПФ  последовательности можно представить в виде суммы ДПФ четных и нечетных последовательностей
		(2.20)
где.
Преобразуем (2.20) с учетом того, что поворачивающий множитель  можно представить в виде
	 	(2.21)
	 ,	 (2.22)
В полученном выражении: слева – -точечное ДПФ, справа – два -точечных ДПФ четных и неточных отсчетов последовательности.
Введем обозначения
		(2.23)
	 	(2.24)
	 	(2.25)
В уравнениях (2.24) и (2.25) 
индекс  – число этапов (шагов), 
индекс 0 – ДПФ четных отсчетов, 
индекс 1 – ДПФ нечетных отсчетов.
Представим выражение (2.22) с учетом (2.23), (2.24) и (2.25)
		 (2.26)
Выражения (2.24) и (2.25) – -точечные ДПФ, которые являются периодическими функциями переменной  с периодом , поэтому их достаточно вычислять на интервале, то есть
		(2.27)
		(2.28)
Определим значение поворачивающего множителя  на интервале 
	 	(2.29)
Учитывая (2.29), поворачивающий множитель достаточно определить на интервале 
С учетом свойств (2.27) – (2.29) представим формулу (2.26) в виде двух формул, одна из которых (верхняя) определяет ДПФ на интервале, другая (нижняя) – на интервале.
	 	(2.30)
где 
При сравнении формул (2.26) и (2.30), видно, что определение -точечного ДПФ (2.26) представляет две комбинации двух -точечных ДПФ (2.55), вычисляемых на интервале  – верхняя формула (2.30) , и на интервале – нижняя формула (2.30).
По существу, был рассмотрен метод одноэтапного вычисления БПФ в предположении, что ДПФ четных и нечетных последовательностей  и предыдущего этапа известны. Если они неизвестны, тогда: 
1) исходную -точечную последовательность необходимо разбить на две -точечные последовательности четных и нечетных отсчетов;
2) каждая из -точечных последовательностей вновь разбивается на две -точечные последовательности четных и нечетных отсчетов по порядку их следования, при этом:
четная -точечная последовательность разделяется на -точечных четных отсчетов, которым соответствует ДПФ, и на -точечных нечетных отсчетов, которым соответствует ДПФ;
нечетная -точечная последовательность разделяется на -точечных четных отсчетов, которым соответствует ДПФ, и на -точечных нечетных отсчетов, которым соответствует ДПФ;
3) определяются две -точечных ДПФ как комбинация четырех -точечных ДПФ, а именно:
-точечное ДПФ  – как комбинация -точечных ДПФ  ина интервале;
-точечное ДПФ  – как комбинация -точечных ДПФ  и  на интервале ;
-точечное ДПФ  – как комбинация -точечных ДПФ  и на интервале ;
-точечное ДПФ  – как комбинация -точечных ДПФ  и  на интервале ;
Каждая из двух формул определения -точечного ДПФ  и  на интервалах  и  имеет вид
	 	(2.31)
	 	(2.32) 
где 
Из полученных результатов установим закономерность вычисления БПФ для трех этапов ().
Прежде чем выполнить первый этап, необходимо задать начальные условия, для этого каждый четный и нечетный отсчет (их всего 8) является ДПФ на нулевом этапе, то есть значения ДПФ на нулевом этапе (если ввести понятие «нулевого» этапа) равны значениям отсчетов.
На первом этапе для расчета четырех () двухточечных ДПФ необходимо иметь четыре () формулы вида (2.30). 
На втором этапе для расчета двух () четырехточечных ДПФ необходимо иметь две () формулы (2.31) и (2.32).
На третьем этапе (последнем) необходимо иметь одну формулу вида (2.55) для расчета точечного ДПФ;
Представим общую формулу расчета ДПФ для текущего-го этапа
		(2.33)
где 
 – номер этапа; 
 – номер - точечного ДПФ на -ом этапе , ;
– количество ДПФ, определяемых на -ом этапе 
	  ; 	(2.34)
 и  – номера  -точечных ДПФ на -ом этапе;
 – номер отсчета -точечного ДПФ на -ом этапе;
 – размерность ДПФ на -ом этапе
		(2.35)
 – -точечное ДПФ на -ом этапе;
– -точечные ДПФ на -ом этапе, по которым вычисляется -точечное ДПФ на -ом этапе;

 Пример ПБПФ с прореживанием по времени 
Пусть  и пусть , , , , , , , .
Шаг 1.
Разбиваем последовательность на четную и нечетную, используя Бит - реверсию








Шаг 2.
Формируем начальные условия, то есть определяем ДПФ на нулевом этапе, для этого каждому четному и нечетному значению ДПФ присваиваем четные и нечетные отсчеты, используя формулу
	 	(2.36) 
Имеем начальные условия: 


Шаг 3.
Первый этап.
Преобразуем формулу (2.32) для первого этапа . 
В этом случае 
размерность ДПФ – ; 
количество ДПФ – ; 
номер -точечного ДПФ – ; 
номер отсчета -точечного ДПФ – 
		(2.37)
Определяем 4 двухточечных ДПФ на первом этапе




Шаг 4.   
Второй этап.
Преобразуем формулу (2.33) для второго  этапа . В этом случае:
размерность ДПФ – ; 
количество ДПФ – ; 
номер -точечного ДПФ – ; 
номер отсчета -точечного ДПФ – 
	 	(2.38) 
Определяем два 4-точечных ДПФ на втором этапе 
 по верхней формуле (2.38)

по нижней формуле (2.38) 

по верхней формуле (2.38)

 по нижней формуле (2.38) 

Шаг 5.
Третий этап.
Преобразуем формулу (2.33) для третьего этапа . В этом случае: 
размерность ДПФ – ; 
количество ДПФ – ; 
номер -точечного ДПФ ; 
номер отсчета -точечного ДПФ – 
		 (2.39) 
Определяем одно 8-точечное ДПФ на третьем этапе, при этом для рассчитываем ДПФ соответственно по верхней и нижней формулам
По верхней формуле (2.39)



 
По нижней формуле (2.39)





Обратное быстрое преобразование Фурье (ОБПФ)

Запишем формулу ОДПФ
	 	(2.40) 
Применим операцию комплексного сопряжения к правой и левой частям уравнения (2.40) и умножим обе части на 
	 	(2.41) 
Уравнения (2.19) и (2.41) очень похожи, поэтому порядок вычисления ОБПФ аналогичен вычислению БПФ.


2.3 Примеры 

Пример 1 
Имеются две последовательности с периодом 
 и 
[image: ]
Найти круговую свертку сигналов.
Решение 1. 
Воспользуемся формулой круговой свертки 

,  

  

  


  , или
	 
	0
	1
	2
	

	
	1
	0
	-1
	

	        0      +     0    +    -2   
	= -2



	
	0
	1
	2
	

	
	-1
	1
	0
	

	         0    +      1      +     0 
	= 1



	
	0
	1
	2
	

	
	0
	-1
	1
	

	        0     +    -1       +   2 
	=1



Решение 2. 
Воспользуемся формулой круговой свертки в виде
      
1. Определяем ДПФ сигналов  и 

, 
,
.

, 
,
.

2. Определяем ДПФ выходного сигнала

3. Определяем выходную последовательность , используя формулу ОДПФ
   
, 

,

Видно, что полученный результат совпадает с решением 1. 
 
Пример 2. 
Имеется последовательность  ограниченной длительности 

 1. Найти ДПФ последовательности  при .
 2. Построить амплитудный и фазовый спектры ДПФ.
 3. Сравнить амплитудный и фазовый спектр ДПФ с амплитудным и фазовым спектрами преобразования Фурье последовательности .
Решение. 
1. Найдем Z–преобразование последовательности 

2. Воспользуемся формулой связи ДПФ и Z-преобразования

; 
; 
;
; 
; 

Заметим, что отсчеты вычислены на частотах  
 
3. Найдем преобразование Фурье последовательности 

Или, используя формулу суммы геометрической прогрессии, получим другой вид преобразования Фурье 


Переходя к нормированной частоте  ( – нормированная текущая частота), можно записать
,
,      
4. Построим графики амплитудных и фазовых спектров ДПФ и преобразования Фурье на одном рисунке.  При этом заметим, что точки ДПФ по оси частот  совпадают с точками преобразования Фурье по оси частот , так как расстояния между соседними точками соответственно равны:
 для ДПФ ; 
для преобразования Фурье и 
[image: ]
[image: ]

Пример 3. 
Задана последовательность 
 Найти ДПФ последовательности . Найти Z–преобразование через ДПФ. Найти преобразование Фурье последовательности и построить графики амплитудных и фазовых спектров преобразования Фурье и ДПФ. 
Решение. 
1. Определяем ДПФ последовательности 


; 
; 
; 
.
2. Определяем преобразование Фурье последовательности 


3. Построим графики спектров (–– ДПФ и  - - - преобразование Фурье)
[image: ]

4. Найдем Z–преобразование последовательности через ДПФ, используя формулу 






2.4  Вопросы для самоконтроля      
1. Записать уравнение прямого дискретного преобразования Фурье (ДПФ).
2. Для каких сигналов применяют прямое дискретное преобразование Фурье.
3. Записать уравнение обратного дискретного преобразования Фурье (ДПФ).
4.Изложить основную сущность алгоритма прямого быстрого преобразования Фурье (ПБПФ).
5. Изложить основную сущность алгоритма обратного быстрого преобразования Фурье (ОБПФ).
                    


  
3 Нерекурсивные и рекурсивные дискретные цепи. Разностные уравнения. Передаточные функции. Частотные характеристики

Под дискретной системой (цепью) понимают любую систему (цепь), преобразующую одну последовательность  в другую .
Дискретные фильтры – это произвольная система обработки дискретного сигнала, обладающая свойствами линейности и стационарности [5].
Свойство линейности – выходная реакция на сумму дискретных сигналов равна сумме реакций на эти сигналы, поданные на вход по отдельности. 
Свойство стационарности – задержка входного сигнала приводит лишь к такой же задержке выходного сигнала, не меняя его формы. 

Методы анализа дискретных систем

Методы анализа, по своей сути, очень схожи с методами анализа аналоговых цепей: 
- метод разностных уравнений (вместо метода дифференциальных уравнений); 
- метод Z–преобразования (вместо операторного метода); 
- дискретная свертка (вместо интеграла наложения (свертки)); 
- спектральный метод, основанный на ДПФ и преобразовании Фурье (вместо спектрального метода, основанного на ряде Фурье и преобразовании Фурье).
 
3.1 Разностное уравнение дискретной цепи

Разностным уравнением называют уравнение, содержащее дискретные функции (входные и выходные) и разности дискретных функций. Различают первые разности, вторые и т.д. (подобно производным в аналоговых цепях). Первая разность подобна первой производной
	 	(3.1)
Вторая разность подобна второй производной
	 	(3.2)
Разностное уравнение дискретной цепи в общем виде можно записать следующим образом
		(3.3)
Система, работа которой описывается уравнением (3.3) является дискретной, поскольку она откликается только на отсчеты сигналов. Схема цепи в соответствии с уравнением (3.3) содержит:
[image: ] – сумматоры, где суммируются сигналы  и ;
[image: ] – устройство задержки сигнала, 
[image: ] – умножители (устройства умножения)  и .

3.1.1 Рекурсивные и нерекурсивные дискретные цепи

Если разностное уравнение (3.3) имеет как прямые, так и обратные связи, то ему соответствует рекурсивная дискретная цепь (рисунок 3.1).
[image: ]
Рисунок 3.1 – Схема рекурсивной дискретной цепи (рекурсивного фильтра)

Если разностное уравнение (3.3) не содержит обратных связей и имеет вид
	, 	(3.4)
то ему соответствует нерекурсивная дискретная цепь (рисунок 3.2)
[image: ]
Рисунок 3.2 – Схема нерекурсивной дискретной цепи

Нерекурсивная цепь (фильтр) имеет конечную импульсную характеристику, а рекурсивная цепь (фильтр) имеет бесконечную импульсную характеристику, поэтому нерекурсивные фильтры часто называют фильтрами с конечной импульсной характеристикой (КИХ – фильтрами), а рекурсивные фильтры часто называют фильтрами с бесконечной импульсной характеристикой (БИХ – фильтрами). 

3.1.2 Формы реализации дискретных цепей (фильтров)

Прямая форма дискретной цепи представлена на рисунке 3.3
[image: ]
Рисунок 3.3 – Прямая форма дискретной цепи

Каноническая форма фильтра представлена на рисунке 3.4. Имеется два отдельных сумматора: один для рекурсивной части фильтра, а другой для нерекурсивной части 
[image: ]
Рисунок 3.4 – Каноническая форма дискретной цепи 


Транспонированная форма.
[image: ]
Рисунок 3.5 –Транспонированная форма дискретной цепи

Прямая, каноническая и транспонированные формы дискретной цепи могут быть получены на основе как разностного уравнения, так и на основе передаточной Z–функции (системной Z–функции) . Однако на основе передаточной Z–функции  могут быть получены еще дополнительно две формы реализации цифрового (и дискретного) фильтра: последовательная (каскадная) форма и параллельная форма. Они будут рассмотрены после рассмотрения передаточной Z–функции фильтра.

3.2 Передаточная функция дискретной цепи (системная функция)

Передаточной функцией дискретной цепи  называют отношение Z – преобразования выходной последовательности к Z – преобразованию входной 
последовательности.
		(3.5)
Применим Z–преобразование к разностному уравнению (3.3) 
	 , 	(3.6)
Получим передаточную функцию дискретной цепи
	 	(3.7)
Выражение (3.7) является передаточной функцией рекурсивной цепи. Передаточная функция нерекурсивной цепи имеет вид
		(3.8)
Передаточная функция, как следует из формулы (3.6), представляет собой отношение двух полиномов переменной  
	 	(3.9)
Если полиномы знаменателя и числителя имеют корни, тогда передаточную функцию можно, как и в аналоговом случае, представить либо в виде отношения множителей нулей и полюсов функции 
	,	 (3.10)
где  – соответственно нули и полюсы функции передачи ,  
– коэффициент усиления.
либо в виде суммы простых дробей вида 
	,	 (3.11)
где  и  – полюсы передаточной функции и соответствующие им вычеты.

3.2.1 Формы реализации дискретных цепей на основе передаточной функции

Кроме рассмотренных форм реализации, основанных на разностном уравнении (3.3), можно получить еще две формы реализации: параллельную и каскадную (последовательную).
Параллельная форма реализации дискретного фильтра основана на представлении передаточной функции в виде суммы простых дробей (3.11). Каждое слагаемое в (3.11) соответствует передаточной функции рекурсивного фильтра первого порядка (возможно с комплексными коэффициентами), либо первого и второго порядков (если используется представление в виде суммы простейших дробей с вещественными коэффициентами). Операция суммирования дробей эквивалентна параллельному соединению фильтров (рисунок 3.6).
[image: ]
Рисунок 3.6 – Параллельная форма реализации дискретного фильтра
Последовательная форма реализации может быть получена из представления передаточной функции в виде отношения множителей нулей и полюсов (3.10), каждый из которых соответствует некоторому фильтру с передаточной функцией .
		 (3.12)
В соответствии с формулой (3.12) представлена схема фильтра при включении фильтров первого порядка (рисунок 3.7).
[image: ]
Рисунок 3.7 – Последовательная (каскадная) форма реализации фильтра

Замечание: Обычно для последовательной формы реализации фильтра передаточные функции звеньев формируют таким образом, чтобы для одного конкретного звена нуль и полюс были как можно ближе друг к другу. При этом, соединение звеньев начинают со звена, имеющего полюс c наименьшей добротностью, и заканчивают звеном, имеющим наибольшую добротность полюса.

3.2.2 Виды соединений фильтров

Каскадное соединение фильтров
Пусть  передаточные функции фильтров . Передаточная функция каскадного соединения равна 
	 	(3.13)
Схема соединения фильтров представлена на рисунке 3.8
[image: ]
Рисунок 3.8 – Каскадное соединение фильтров

Параллельное соединение фильтров
При параллельном соединении фильтров все фильтры имеют один общий вход, а выходы фильтров подключены к входам одного сумматора. Передаточная функция  параллельного соединения фильтров равна сумме передаточных функций фильтров  
[image: ]
Рисунок 3.9 – Параллельное соединение фильтров
Включение одного фильтра в обратную связь другого фильтра
Схема фильтра  с передаточной функцией , в обратную связь которого включен фильтр  с передаточной функцией , показана на рисунке 3.10
[image: ]
Рисунок 3.10 – Включение одного фильтра в обратную связь другого фильтра

Передаточная функция  эквивалентного фильтра будет равна
	 	(3.14)

3.2.3 Звенья дискретных фильтров

Звено первого порядка
Звено первого порядка рекурсивного фильтра в канонической форме представлено на рисунке 3.11
[image: ]
Рисунок 3.11 – Звено первого порядка рекурсивного фильтра 

Звено второго порядка
Звено второго порядка рекурсивного фильтра в канонической форме представлено на рисунке 3.12
[image: ]
Рисунок 3.12 – Звено второго порядка рекурсивного фильтра 

Замечание: Из звеньев первого и второго порядков можно создать любой дискретный фильтр, используя параллельную или (и) последовательную формы реализации фильтра.

3.3 Определение разностного уравнения дискретной цепи по передаточной функции

По виду передаточной функции сразу можно записать разностное уравнение по правилу: 
1) умножить  на знаменатель , а  на числитель ; 
2) вместо  и  записать  и ; 
3) вместо  и  записать  и .
Пусть передаточная функция фильтра имеет вид 
		 (3.15)
В соответствии с правилом получим разностное уравнение


окончательно
	(3.16)

Добротность полюсов передаточной функции
Пусть имеется передаточная функция фильтра , полюсы которой равны . Пусть полюс  равен некоторому комплексному числу
	 	(3.17)
Положение полюса на комплексной плоскости Z для  представлено на рисунке 3.13
[image: ]
Рисунок 3.13 – Расположение  - ого полюса передаточной функции 
Добротность  -го полюса (подобно добротности полюса в аналоговых цепях) равна
	 	(3.18)

Условие устойчивости дискретных цепей в  - области
Чтобы дискретная система была устойчивой, полюсы ее передаточной функции  должны находиться внутри круга единичного радиуса на комплексной плоскости  (рисунок 3.14) – первый критерий устойчивости.
[image: ]
Рисунок 3.14 – Полюсы передаточной функции 

Условия реализуемости вещественной дискретной цепи (фильтра) по передаточной функции
1. Полюсы передаточной функции  должны находиться внутри круга единичного радиуса на комплексной плоскости .
2. Коэффициенты  и  должны быть действительными числами.
Замечание: Все КИХ–фильтры устойчивы и физически реализуемы.

Методы определения выходного дискретного сигнала по известной передаточной функции дискретной цепи

Пусть имеется дискретная цепь, передаточная функция  которой известна. Известна также входная последовательность .
Порядок определения выходной последовательности (выходного сигнала)  можно записать следующим образом:
1 способ
1. Определяем – преобразование  входной последовательности 
		 (3.19)
2. Определяем –преобразование  выходной последовательности  (выходного сигнала), зная входной сигнал  и передаточную функцию 
		 (3.20)
3. Зная – преобразование  выходного сигнала  определяем выходной сигнал (выходную последовательность) .
2 способ
1. По известной передаточной функции цепи  записать ее разностное уравнение.
2. Зная входную последовательность  с помощью разностного уравнения определяем выходную последовательность .

3.4 Характеристики дискретных цепей (фильтров)

К характеристикам дискретных цепей относятся: 
- комплексная частотная характеристика ;
- дискретная импульсная характеристика . 

3.4.1 Комплексная частотная характеристика дискретной цепи
 Комплексной частотной характеристикой  (или частотной характеристикой) называют отношение преобразования Фурье  выходной последовательности  к преобразованию Фурье входной последовательности 
	, 	(3.21)
где
		 (3.22)
	 	(3.23)
Существует связь между – преобразованием последовательности и преобразованием Фурье этой последовательности
	 	(3.24)
Комплексную частотную характеристику  можно записать в виде
	, 	(3.25)
где  – модуль частотной характеристики (амплитудно–частотная характеристика (АЧХ) дискретной цепи),
 – аргумент частотной характеристики (фазо–частотная характеристика (ФЧХ) дискретной цепи).

Основные свойства частотных характеристик
Частотные характеристики дискретных фильтров являются непрерывными функциями частоты.
Частотные характеристики дискретных фильтров являются периодическими функциями в частотной области с периодом, равным частоте дискретизации .

Нормирование частоты частотных характеристик
Для того, чтобы сравнить частотные характеристики различных дискретных фильтров одних типов, частоту  нормируют. При этом возможны следующие способы нормирования:
Полагают, что
		(3.26)
где – цифровая частота.
В этом случае период для всех частотных характеристик дискретных фильтров равен
	 	(3.27)
 и требования к частотным характеристикам задают на интервале .
При втором способе нормирования полагают, что
		(3.28)
где
	 	(3.29)
 Частота Ω изменяется от 0 до 1. 
Требования к частотным характеристикам при этом задают на интервале 
Если частоту  не нормируют, тогда период повторения равен  и требования к частотным характеристикам необходимо задавать на интервале  или .

3.4.2 Импульсная характеристика дискретной цепи

В случае линейных дискретных цепей с постоянными параметрами для анализа прохождения дискретного сигнала достаточно знать дискретную импульсную характеристику  цепи.
Импульсная характеристика дискретной цепи  есть реакция дискретной цепи  на единичную импульсную функцию
		 (3.30)
Зная импульсную характеристику  дискретной цепи, всегда можно найти выходную последовательность  на любую входную последовательность , используя формулу линейной дискретной свертки
		 (3.31)
Если входная последовательность  и импульсная характеристика  конечны и отличны от нуля только в  точках , тогда
	 	(3.32)
Импульсная характеристика цепи  и комплексная частотная характеристика цепи  связаны между собой следующими соотношениями
		 (3.33)
	 	(3.34)

Устойчивость дискретной цепи во временной области
Критерием устойчивости дискретного фильтра является абсолютная сходимость ряда отсчетов импульсной характеристики
		 (3.35)
Связь импульсной характеристики и передаточной функции дискретной цепи
		 (3.36)
	 	(3.37)
Теорема Парсеваля для импульсной характеристики
 Имеется три вида теоремы Парсеваля для импульсной характеристики цепи.
Пусть импульсная характеристика имеет преобразование Фурье , тогда 
	 	(3.38)
Пусть импульсная характеристика является ограниченной последовательностью и имеет ДПФ, тогда
	 	(3.39)
Пусть неограниченная импульсная характеристика имеет – преобразование , тогда
	 	(3.40)

3.5 Примеры 

Пример 1. 
Разностное уравнение дискретной цепи имеет вид

 Найти выходной сигнал  при нулевых начальных условиях, если входной сигнал  равен  
Решение.
Решение находим численным методом, подставляя в разностное уравнение значения входного сигнала для n=0, 1, 2,…, имея в виду, что для нулевых начальных условий  и  

,    
,   
,    и т.д.,


Пример 2. 
Разностное уравнение дискретной цепи имеет вид (см. пример 1)

Применяя прямое и обратное Z–преобразование, найти выходной сигнал  при нулевых начальных условиях, если входной сигнал равен

Решение.
1. Применим Z–преобразование к правой и левой частям разностного уравнения 

2. Найдем Z–преобразование входного сигнала 

3. Найдем передаточную функцию цепи 

4. Найдем Z–преобразование  выходного сигнала 

5. Определим значения отсчетов выходного сигнала методом деления полинома числителя на полином знаменателя функции  (выходного сигнала)

 Отсчеты выходного сигнала равны: 

Пример 3. 
Задана передаточная функция цепи . 
Необходимо определить сумму квадратов отсчетов импульсной характеристики 

Решение. 
Воспользуемся формулой равенства Парсеваля (3.48)

Для вычисления интеграла воспользуемся теоремой о вычетах. Для этого сначала определим полюсы подынтегральной функции
 , 
откуда  полюсы  равны: .
Зная полюсы, определяем вычеты функции только для полюсов, расположенных внутри единичной окружности
.
Таким образом, 

Пример 4. 

Задана конечная импульсная характеристика  дискретной цепи. Необходимо найти передаточную функцию  и комплексную частотную характеристику  дискретной цепи. 

Решение. 
1. Определяем передаточную функцию цепи по формуле 

2. Определяем комплексную частотную характеристику по формуле 
 
Здесь учтено, что  
3. Вычислим значения модуля и фазы комплексной частотной характеристики для различных значений Ω 

 









 

  



 
 


Пример 5. 

Дискретная цепь имеет вид
[image: ]
Необходимо найти импульсную характеристику  цепи из передаточной функции  и по разностному уравнению  дискретной цепи. Определить по четыре отсчета импульсной характеристики.

Решение.
1. По виду дискретной цепи находим передаточную функцию  цепи

2. Зная передаточную функцию , определяем разностное уравнение  

3. Находим импульсную характеристику цепи  из разностного уравнения , полагая, что на входе цепи действует сигнал вида  

Первые четыре отсчета импульсной характеристики равны
 
4. Находим импульсную характеристику цепи  из передаточной функции, используя теорему о вычетах

Здесь  – полюсы функции 
Первые четыре отсчета импульсной характеристики равны





3.6 Вопросы для самоконтроля                                                                               

1. Перечислите методы анализа дискретных цепей.
2. Дайте определения рекурсивных и нерекурсивных дискретных цепей.
3. Дайте определение нулей и полюсов передаточных функции рекурсивных ДЦ.
4. Запишите условие устойчивости рекурсивных ДЦ.
5. Запишите разностное уравнение нерекурсивной цепи пятого порядка в общем виде.
6. Запишите разностное уравнение рекурсивной цепи третьего порядка в общем виде.
7. Запишите выражение для передаточной функции нерекурсивной цепи четвертого порядка в общем виде.
8. Запишите выражение для передаточной функции рекурсивной цепи второго порядка в общем виде.
9. Дать определение добротности полюсов передаточных функции рекурсивных ДЦ.
10.  Дать определение комплексных частотных характеристик дискретных цепей.
11.  Дать определение цифровой частоты.
12.  Дать определение нормированной частоты.
 


4 Основные методы цифровой фильтрации

4.1 Линейная дискретная свертка

Линейная дискретная свертка является основой алгоритма фильтрации. При известном входном дискретном сигнале  и известной импульсной характеристики  системы выходная последовательность  определяется по формуле линейной дискретной свертки 
	,	 (4.1)
где  – входная последовательность имеет  отсчетов; 
 – импульсная характеристика дискретной цепи имеет  отсчетов.
В общем случае . Чтобы определить выходную последовательность, необходимо, образно говоря, «просмотреть последовательно все отсчеты входного сигнала через все отсчеты инверсной импульсной характеристики». Очевидно, что общее количество «просмотренных отсчетов» будет больше, чем  или . Количество отсчетов выходного сигнала будет определяться как 
		(4.2)

Алгоритм линейной дискретной свертки
Пусть имеется последовательность , определенная  отсчетами, и пусть имеется последовательность , определенная  отсчетами. 
1. Определяем количество отсчетов  результата линейной свертки по формуле (4.2)
2. Дополняем справа последовательность  нулями, количество нулей равно 
3. Дополняем справа последовательность  нулями, количество нулей равно 
4. Определяем выходную последовательность по формуле линейной свертки (4.1)
 Для иллюстрации алгоритма приведем пример.
Пусть имеются входная последовательность  и импульсная характеристика . 
В соответствии с алгоритмом
1. Определяем количество отсчетов  результата линейной свертки по формуле

2. Дополняем справа последовательность  нулями, количество нулей равно , тогда  
3.Дополняем справа последовательность  нулями, количество нулей равно , тогда .
Определяем выходную последовательность по формуле линейной свертки (4.1)
Выходная последовательность равна

Произведя вычисления по формуле поочередно для , получим отсчеты выходной последовательности .	


4.2 Дискретная фильтрация с помощью ДПФ. Круговая свертка

Напомним свойство круговой свертки: перемножение ДПФ двух периодических последовательностей соответствует круговой свертке этих периодических последовательностей.
 	(4.3)
Если  входной сигнал , а  - импульсная характеристика , тогда (4.10) можно переписать в виде
	 	(4.4)
Согласно формуле (4.3) круговую свертку можно вычислить с использованием ДПФ по следующему алгоритму (полагаем, что последовательности периодические с периодом  отсчетов)
1. Вычисляем ДПФ входной последовательности 
	 	(4.5)
2. Вычисляем ДПФ последовательности 
	 	(4.6)
3. Вычисляем ДПФ выходной последовательности 
	 	(4.7)
4. Применяем обратное ДПФ к  и определяем последовательность 
	 	(4.8)
Замечание 1: Если последовательность  имеет период  отсчетов, а последовательность  имеет период  отсчетов и , тогда, прежде чем применить вышеприведенный алгоритм вычисления круговой свертки, необходимо период последовательности  довести до периода  отсчетов, добавлением в последовательность   количества нулей. 
Замечание 2: Последовательность , полученная по формуле (4.8), не является, строго говоря, выходной последовательностью – выходным сигналом фильтра, поскольку выходной сигнал представляет собой линейную дискретную свертку последовательностей (непериодических) – входного сигнала и импульсной характеристики фильтра.
Замечание 3: Если входная последовательность  и импульсная характеристика  фильтра имеют  отсчетов, то результат круговой свертки будет иметь также  отсчетов, а результат линейной дискретной свертки будет иметь  отсчетов, т.е. результаты круговой свертки и линейной свертки не совпадают.
Замечание 4: Алгоритм круговой свертки широко используется для вычисления дискретной линейной свертки, при этом период круговой свертки выбирается равным длительности (последовательности) линейной свертки. Количество нулей, добавляемых последовательностям может быть больше, чем  или . Количество нулей можно выбирать таким, чтобы длина получившейся последовательности была равна степени 2, чтобы можно было использовать эффективный алгоритм быстрого преобразования Фурье (БПФ). Это дает возможность существенно сократить число операций по сравнению с вычислением свертки обычным методом.
Замечание 5: Данный метод фильтрации имеет недостаток, который заключается в том, что входной сигнал обрабатывается сразу целиком, то есть расчеты (БПФ) можно начинать только по окончании входного сигнала.
Однако, на практике, в большинстве случаев, необходимо обрабатывать отсчеты входного сигнала по мере их поступления. Это можно осуществить, если применить секционную (блочную) обработку сигнала.

4.3 Методы секционной (блочной) фильтрации

Методы секционной обработки (фильтрации) используют, если одна из последовательностей намного длиннее другой (например, входной сигнал намного длиннее импульсной характеристики). Методы заключаются в том, что входной сигнал разбивается на секции (блоки) заданного размера и эти секции по отдельности подвергаются фильтрации во временной области (дискретная линейная свертка), или в частотной области с использованием БПФ (вычисляется выходной сигнал по алгоритму круговой свертки с применением БПФ). При выборе размера блока необходимо руководствоваться следующим: чем больше размер секции, тем эффективнее БПФ, но зато и больше задержка получения выходного сигнала; с другой стороны, чем меньше размер секции, тем меньше задержка, но менее эффективно используется алгоритм БПФ. 
Разработаны два метода секционной фильтрации:
- метод перекрытия с суммированием;
- метод перекрытия с накоплением.

4.3.1 Секционная фильтрация методом перекрытия с суммированием

Пусть имеется входной сигнал  длительностью N и имеется импульсная характеристика  длительностью M. Необходимо найти выходной сигнал методом перекрытия с суммированием. При определении выходного сигнала в этом случае может быть использована либо дискретная линейная свертка, либо круговая свертка.
Алгоритм:
1. Входную последовательность  разбиваем на блоки (секции)   длиной . Размер  должен быть таким, чтобы можно было бы эффективно применить дискретную линейную свертку (в качестве рекомендации: если длительность N входной последовательности  намного больше длительности M импульсной характеристики , то длительность  каждой секции входного сигнала  выбирается соизмеримой с длительностью M импульсной характеристики). При этом количество секции равно .
2. Определяем период линейной  свертки каждой секции .
3. Дополняем  нулями справа длину каждой секции до  отсчетов.
4. Дополняем  нулями справа длину импульсной характеристики до  отсчетов.
5. Вычисляем выходные сигналы   каждой секции, применяя линейную свертку
	, 	(4.9)
6. Определяем выходной сигнал , выполняя операцию суммирования отсчетов выходных сигналов  каждой секции на интервале перекрытия каждой секции. Поскольку при обработке каждой секции длина - ой секции выходного сигнала  больше длины - ой недополненной нулями секции входного сигнала  на , то и суммируем  крайних отсчетов - ой секции с  первыми отсчетами - ой секции . 
Другими словами, секции выходного сигнала объединяются, при этом их крайние (сначала и в конце)  отсчеты перекрываются и суммируются.
Пусть , тогда , , , и  можно определить по формуле
	(4.10)
Уравнение (4.10) нетрудно обобщить для любых ,  и .
Для иллюстрации алгоритма секционной фильтрации методом перекрытия с суммированием рассмотрим пример. 

Пример:
Пусть имеется входной сигнал  () и имеется импульсная характеристика  (). Необходимо найти выходной сигнал.
Решение. 
Сначала найдем выходной сигнал, применяя формулу линейной дискретной свертки ко всему входному сигналу. Это необходимо для сравнения результатов расчета.
1. Определяем количество отсчетов выходного сигнала 

2. Последовательность  дополняем  нулями справа, получаем последовательность .
3. Последовательность  дополняем  нулями справа, получаем последовательность .
4. Вычисляем выходной сигнал по формуле линейной свертки 

Произведя вычисления для m=0,1,…,5  получим отсчеты выходной последовательности 
.
Теперь разобьем сигнал, например, на две секции (можно и на большее количество секций) по два отсчета в каждой секции  (),  () и вычислим выходные сигналы  и  соответственно каждой секции, используя алгоритм линейной свертки ().
Определим период линейной свертки .
Дополняем период сигнала первой и второй секцией  нулями справа, получаем , .
Дополняем период импульсной характеристики  нулями справа, получаем .
Определяем выходной сигнал  первой секции 
.
Произведя вычисления, получим отсчеты выходного сигнала первой секции 

Определяем выходной сигнал  второй секции  

После вычислений, имеем . 
Анализируя полученные результаты
,
Можно увидеть, что первые два выходных отсчета  первой секции совпадают с первыми двумя отсчетами выходного сигнала ; последние два отсчета  совпадают с двумя последними отсчетами выходного сигнала . Оставшиеся в выходном сигнале  два средних отсчета, могут быть получены суммированием двух последних элементов  с двумя первыми элементами , т.е. .
Замечание: Если входная последовательность  содержит большое количество отсчетов (тысячи отсчетов) и импульсная характеристика имеет также большое количество отсчетов (сотни отсчетов), то для определения выходных сигналов секций можно использовать алгоритм круговой свертки, применяя дискретное преобразование Фурье (или алгоритм быстрого преобразования Фурье).

4.3.2 Секционная фильтрация методом перекрытия с накоплением
Данный метод фильтрации отличается от метода перекрытия с суммированием тем, что перекрываются не выходные последовательности секций, а входные последовательности секций. При этом для определения выходной последовательности используется метод круговой свертки с применением быстрого преобразования Фурье (БПФ).
Пусть имеются входная последовательность , состоящая из  отсчетов и импульсная характеристика , содержащая  отсчетов. Необходимо определить выходной сигнал (полагаем, что Т=1)
Алгоритм метода
1. Входную последовательность разбиваем на секции  длиной  отсчетов, так чтобы две соседние секции перекрывались на участке длиной  отсчетов. Длина  выбирается, исходя из вышеприведенных рекомендаций. Кроме того, длина  должна быть равна
,
где  – количество неперекрывающихся отсчетов (причем ), 
 – количество перекрывающихся отсчетов.
 2. Определяем период круговой свертки, приравнивая его к длительности дискретной линейной свертки каждой секции .
3. Дополняем  нулями справа длину каждой секции до N отсчетов.
4. Дополним  нулями справа длину импульсной характеристики до N отсчетов.
5. Находим дискретные преобразования Фурье входных сигналов каждой секции, используя формулу
 
6. Находим дискретные преобразования Фурье импульсной характеристики, используя формулу

7. Определяем ДПФ выходных сигналов секций, которое равно поэлементному перемножению ДПФ входных сигналов и ДПФ импульсной характеристики
 
8. Определяем выходные сигналы секций  по формуле обратного ДПФ 

9. Зная выходные последовательности  каждой секции, определяем выходную последовательность фильтра. При этом, при объединении сигналов секций, необходимо отбросить в выходном сигнале первой секции последние  отсчетов, а в выходных сигналах последующих секций по  крайних отсчетов ( первых отсчетов и  последних отсчетов). Это объясняется тем, что входной сигнал  первой секции перекрывается с входным сигналом  второй секции на  отсчетов, а входной сигнал последующих секций, начиная со второй секции, перекрываются друг с другом на  отсчетов в начале и в конце секций.
Замечание 1: При выборе длины  секций входного сигнала обычно руководствуются рекомендациями по эффективному использованию БПФ, поэтому  всегда больше M.
Замечание 2: Количество секций длиной  с перекрытием в  отсчетов ограничивается перекрытием  нулевых отсчетов.

Пример
Пусть имеется входной сигнал  () и имеется импульсная характеристика  (). Необходимо найти выходной сигнал.
Решение.
1. Выбираем длины  секций входного сигнала, при этом  возьмем, например, равным единице ()

2. Запишем входные сигналы секций с перекрытием в  отсчетов .
.
3. Определяем период круговой свертки, приравнивая его к длительности линейной  свертки каждой секции .
4. Дополняем  нулями справа длину каждой секции до N отсчетов.

5. Дополним  нулями справа длину импульсной характеристики до N отсчетов

6. Определяем ДПФ входных сигналов каждой секции: 
сигнала  






 сигнала   






сигнала  






сигнала  






7. Определяем ДПФ импульсной характеристики 
 





8. Определяем ДПФ выходных сигналов  , , ,  по формуле 

9. Определяем выходные сигналы секций , ,  и  по формуле ОДПФ.  Для n=0,1,2,3,4 имеем
 




Таким образом, выходной сигнал первой секции равен

Выходные сигналы второй, третьей и четвертой секций определяем аналогичным образом 



10. Зная выходные последовательности  каждой секции, определяем выходную последовательность фильтра. При этом, при объединении сигналов секций, необходимо отбросить в выходном сигнале первой секции последние  отсчетов, а в выходных сигналах последующих секций по  крайних отсчетов ( первых отсчетов и  последних отсчетов) (в данном примере:  первых отсчетов и  последних отсчетов)

Видно, что выходной сигнал совпадает с выходным сигналом, рассчитанным методом дискретной линейной свертки и методом перекрытия с суммированием.

4.4 Примеры

Пример 1. 
Пусть имеются входной сигнал  () и импульсная характеристика ().
Необходимо найти выходной сигнал, используя алгоритм линейной свертки.
 Решение. В соответствии с алгоритмом линейной свертки:
1. Определяем количество отсчетов выходного сигнала

2. Последовательность  дополняем  нулем справа, 
получаем последовательность .
3. Последовательность  дополняем  нулями справа, получаем последовательность .
4. Вычисляем выходной сигнал по формуле линейной свертки 

m=0  
m=1  
m=2  
m=3  
m=4  
m=5  

Пример 2. 
Пусть имеются входной сигнал  () и импульсная характеристика  (). Необходимо найти выходной сигнал по методу перекрытия с суммированием, применяя круговую свертку.
Решение. 
1. Разобьем сигнал на секции одинаковой длины, при необходимости дополнив последнюю секцию нулями справа. 
Например, на две секции по три отсчета в каждой секции (): ,  
Определяем период круговой свертки .
2. Дополняем период сигнала первой и второй секцией  нулем справа, получаем , .
3. Дополняем период импульсной характеристики  нулями справа, получаем .
4. Определяем выходные сигналы ,  первой и второй секций по формуле круговой свертке ()
 

Выходной сигнал   





Выходной сигнал 





4. Определяем выходную последовательность как сумму последовательностей  и , при этом суммируются последние  отсчета последовательности  и первые  отсчета последовательности 
 
Пример 3. 
Пусть имеются входной сигнал  () и импульсная характеристика  (). Необходимо найти выходной сигнал по методу перекрытия с суммированием, применяя дискретное преобразование Фурье (ДПФ) для определения выходных сигналов секций.
Решение. 
1. Разобьем сигнал, например, на две секции по три отсчета в каждой секции (): ,  
2. Выравниваем периоды сигналов первой и второй секций и импульсной характеристики до четырех отсчетов (), получаем , . Пусть 
3. Определяем ДПФ сигнала 
 




4. Определяем ДПФ сигнала  





5. Определяем ДПФ импульсной характеристики . 

 



6. Определяем ДПФ выходных сигналов первой и второй секций  и  по формуле 


7. Определяем выходные сигналы первой и второй секций  и  по формуле ОДПФ 
 




8. Определяем выходную последовательность как сумму последовательностей  и , при этом суммируются последние  отсчета последовательности  и первые  отсчета последовательности 

Пример 4. 
Пусть имеются входной сигнал  () и импульсная характеристика  (). Необходимо найти выходной сигнал по методу перекрытия с накоплением, применяя дискретную линейную свертку.
Решение. 
1. Выберем  – количество неперекрывающихся отсчетов, равным 3. 
2. Разобьем сигнал на секции длиной  отсчетов в каждой секции, например,  отсчетов: ,  
3. Определяем период линейной  свертки .
4. Дополняем период сигнала первой и второй секций  нулем справа, получаем , .
5. Дополняем период импульсной характеристики  нулями справа, получаем .
6. Определяем выходные сигналы ,  первой и второй секций по формуле дискретной линейной  свертки


Для m=0,1,2,3,4 имеем


5. Зная выходные последовательности  и  каждой секции, определяем выходную последовательность фильтра. При этом, поскольку входной сигнал  первой секции перекрывается с входным сигналом  второй секции на  отсчетов, а входной сигнал последующих секций, начиная со второй секции, перекрываются друг с другом на  отсчетов в начале и в конце секций, то при объединении сигналов секций необходимо отбросить в выходном сигнале первой секции последние  отсчетов, а в выходных сигналах последующих секции по  первых отсчетов и   последних отсчетов)


4.6  Вопросы для самоконтроля

1. Назовите методы определения дискретного сигнала на выходе цепи во временной области
2. В чем состоит различие между линейной и круговой сверткой
3. Назовите методы определения дискретного сигнала на выходе цепи в частотной области
4. Перечислите методы блочной фильтрации.
5. Какие методы обработки применимы в случае бесконечной входной последовательности?
6. Назовите сходство и различия методов перекрытия с суммированием и перекрытия с накоплением.


5 Корреляционный анализ детерминированных и случайных дискретных сигналов

5.1 Корреляционные функции детерминированных непериодических дискретных сигналов 

Корреляционный анализ играет важную роль при исследовании сигналов и цепей. Смысл корреляционного анализа состоит в количественном определении степени сходства различных сигналов. Корреляционный анализ во многих случаях облегчает нахождение спектров сигналов, позволяет определить энергию и мощность дискретного сигнала, спектральную плотность мощности и спектральную плотность энергии, дает представление о скорости изменения сигналов, о длительности сигналов. Корреляционный анализ относится к временному методу анализа.
Корреляционную функцию сигнала иногда называют автокорреляционной функцией, чтобы подчеркнуть её отличие от взаимной корреляционной функции.
Корреляционная функция непериодического дискретного сигнала определяется подобно корреляционной функции аналогового сигнала.
	 	(5.1)
Для ограниченного сигнала , имеющего  отсчетов, корреляционная функция  имеет вид
	 	(5.2)

Свойства корреляционной функции непериодического дискретного сигнала

1. Корреляционная функция является четной функцией аргумента 
		 (5.3)
2. Корреляционная функция при  имеет максимальное значение
	 для всех  	(5.4)
3. Значение корреляционной функции при  равно мощности отсчетов сигнала
	 	(5.5)
или для конечного одностороннего сигнала, имеющего  отсчетов,
	 	(5.6)
4. Размерность корреляционной функции , если сигнал – напряжение.
Замечание 1: Спектр  дискретизированного непериодического аналогового сигнала является сплошной и периодической функцией переменной  с периодом   в частотной области. Энергия такого сигнала в частотной области бесконечна, поэтому этот сигнал может характеризоваться средним значением мощности за один частотный период . Равенство средней мощности за период  и мощности отсчетов во временной области отражает равенство Парсеваля 
		(5.7)

5.2 Корреляционная функция детерминированных периодических дискретных сигналов

Корреляционная функция периодического дискретного сигнала определяется подобно корреляционной функции аналогового периодического сигнала: усредняя сумму произведения сдвинутых копий периодического дискретного сигнала в пределах одного периода
		 (5.8)
Свойства корреляционной функции детерминированных периодических дискретных сигналов
1. Корреляционная функция является четной функцией аргумента 
		 (5.9)
2. Корреляционная функция при  имеет максимальное значение
	 для всех  	(5.10)
3. Значение корреляционной функция при  равно средней мощности сигнала и для конечного одностороннего сигнала, имеющего  отсчетов,
		(5.11)
4. Размерность корреляционной функции [], если сигнал – напряжение.
5. Корреляционная функция дискретного периодического сигнала является периодической функцией с тем же периодом, что и сам сигнал 
		(5.12)
Корреляционная функция дискретного периодического сигнала является дискретной периодической функцией, поэтому к ней можно применить прямое дискретное преобразование Фурье (ДПФ)
		(5.13)
Если известны корреляционные функции входного сигнала  и импульсной характеристики цепи, то можно найти корреляционную функцию  выходного сигнала  по формуле линейной дискретной свертки, в которой вместо сигналов используются корреляционная функция входного сигнала и корреляционная функция импульсной характеристики.
		(5.14)

5.3 Случайные дискретные сигналы (процессы)

Значения случайных сигналов заранее неизвестны, и их можно предсказать только лишь с некоторой вероятностью. До регистрации (до приема) случайный сигнал следует рассматривать как случайный процесс , который является функцией двух переменных: события А и времени t. Случайный процесс представляет собой совокупность (ансамбль) функций времени  (i=1,2,…,∞), подчиняющихся некоторой общей для них статистической закономерности. Одна из этих функций, ставшая полностью известной после приема сообщения, называется реализацией случайного процесса.  
Исследование случайного процесса значительно упрощается, если случайный процесс является стационарным процессом.
Различают стационарность в строгом смысле и в широком смысле. 
Случайный процесс стационарен в строгом смысле, если его плотность вероятности  любого порядка n зависит только от интервалов , , ,…,  и не зависит от положения этих интервалов, другими словами, процесс стационарен в строгом смысле, если все его статистики не зависят от начала отсчета. 
Случайный процесс стационарен в широком смысле, если его одномерная и двумерная плотности вероятности не зависят от времени, другими словами, процесс стационарен в широком смысле, если две его статистики (среднее и корреляционная функция) не меняются при переносе начала отсчета времени. 
Стационарность в строгом смысле подразумевает стационарность в широком смысле, но не наоборот. Корреляционная функция стационарного процесса является четной функцией , кроме того, абсолютное значение ее при любых  не превышает значения при .
Замечание 1: С практической точки зрения достаточно, если случайный процесс стационарен в широком смысле в некотором наблюдаемом интервале времени. Для систем связи достаточно стационарности в широком смысле, поскольку здесь в большинстве случаев представляет интерес только среднее и корреляционная функция.
Замечание 2: Вычисление среднего, ковариационной и корреляционной функций случайного процесса значительно упрощаются, если случайный процесс принадлежит к классу эргодических процессов. 
Эргодический случайный процесс – это процесс, у которого среднее по ансамблю равно среднему по времени и статистические свойства процесса можно определить путем усреднения по времени одной выборочной функции процесса. 
Случайный процесс является соответственно эргодическим, если 
Среднее значение    
 	(5.15)
Корреляционная функция
	 	(5.16)

Ковариационная функция
                       (5.17)
При рассмотрении случайных дискретных сигналов будем помнить:
1) случайные дискретные сигналы не являются периодическими; 
2) случайные дискретные сигналы, как правило, являются бесконечными сигналами, обладающими бесконечной энергией;
3) случайные дискретные сигналы не имеют преобразования Фурье и не имеют Z–преобразования, как сигналы с бесконечной энергией. 
Когда дискретизации подвергается случайный процесс, получаемая последовательность отсчетов зависит от конкретной реализации дискретизируемого случайного процесса. Данная последовательность отсчетов должна анализироваться статистическими методами. При определении статистических характеристик дискретных случайных сигналов будем полагать, что рассматриваемые случайные дискретные сигналы относятся к стационарным эргодическим процессам. Для таких процессов характеристики (математическое ожидание, корреляционная функция, дисперсия (и среднеквадратическое отклонение)) не зависят от выбранного времени  и усреднение указанных характеристик по множеству (ансамблю) реализаций эквивалентно усреднению по времени одной, теоретически бесконечной длинной реализации. При таком допущении определим характеристики случайного дискретного сигнала.
Функциональные характеристики: 
- функция распределения вероятности, 
- одномерная и двумерная плотности вероятности 

5.3.1 Вероятностные числовые характеристики случайных дискретных сигналов

1. Оценка математического ожидания 
	 	(5.18)
1. Оценку дисперсии можно найти, используя формулу
		 (5.19)
Поскольку среднее значение равно сумме средних (свойство средних ), тогда тогда из соотношения (5.19) можно получить оценку дисперсии
	                      (5.20)
3. Cредний квадрат случайного сигнала (второй начальный момент) равен 
	 	(5.21)
 Если случайная последовательность конечна и состоит из  отсчетов, то оценкой среднего квадрата случайного сигнала (средней мощности) является выборочное среднего квадрата.

5.3.2 Вероятностные временные характеристики случайных дискретных сигналов

Оценка корреляционной функции 
 , 	(5.22)
Оценка ковариационной функции 
	 		(5.23)
Оценка взаимной корреляционной функции (последовательности) двух действительных дискретных стационарных последовательностей  и  
 	(5.24)
Оценка взаимной ковариационной функции (последовательности) двух действительных дискретных стационарных последовательностей  и  
		 (5.25)
причем .
	
Замечание 1: Если отсчеты случайного сигнала – независимые случайные величины, тогда 
 
Замечание 2: Если случайные величины  и  являются некоррелированными, тогда среднее значение произведения двух случайных величин равно произведению их средних 
		(5.26)

5.3.3 Спектральные характеристики случайных дискретных сигналов

Спектральную плотность мощности Wх(z) можно определить как величину, пропорциональную произведению c коэффициентом пропорциональности (1/N)  
                                                 (5.27) 
Объединяя члены с одинаковыми степенями z, получим 
                                                  ,                                    (5.28) 
где  R(m) – корреляционная функция дискретного случайного процесса
                                                   (  5.29)
и  Rх(m)=Rх(-m).

Поскольку последовательность , как правило, не ограничена, в этом случае корреляционную функцию вычисляют по формуле
		(5.30)
Спектральная плотность мощности в частотной области
	 	(5.31)
то есть спектральная плотность мощности равна преобразованию Фурье от корреляционной функции .
Зная спектральную плотность мощности на единичной окружности, можно определить корреляционную функцию по формуле 
	 	(5.32)
Спектральная плотность мощности является периодической функцией частоты с периодом , отсюда следует, что выражение (5.31) можно представить как разложение в ряд Фурье функции , где  – коэффициенты ряда, определяемые по формуле (5.32)
Из сказанного следует, что средняя мощность входного сигнала (средний квадрат  последовательности ) при  равна
	 	(5.33)
Взаимная спектральная плотность (взаимный спектр) двух случайных последовательностей x(n) и y(n) определяется как 
                                                         (5.34)
При этом взаимная корреляционная функция определяется по формуле 
                                                                            (5.35)

5.4 Прохождение случайного дискретного сигнала через дискретную цепь 

Пусть на вход дискретной цепи с импульсной характеристикой  поступает дискретный стационарный случайный процесс {} с математическим ожиданием , дисперсией , корреляционной функцией  и спектральной плотностью мощности . 
Определим числовые, временные и спектральные характеристики выходной последовательности : 
- математическое ожидание , 
- дисперсию  и среднее квадратическое отклонение , 
- среднюю мощность , 
- корреляционную функцию , 
- спектральную плотность мощности . 
Установим связь входной  и выходной  корреляционных функций.
5.4.1 Вероятностные числовые характеристики выходного случайного дискретного сигнала
Сначала определим выходную случайную последовательность  по формуле линейной дискретной свертки
	 	(5.36)
или из соотношения в Z–изображениях
	 	(5.37)
где
	 	(5.38)
1. Оценка математического ожидания 
		 (5.39)
2. Оценкой дисперсии  
	 	(5.40)
Если входная последовательность имеет математическое ожидание (среднее значение), равное нулю (), тогда оценка дисперсии выходного сигнала может быть определена по формуле 
	 	(5.41)
При этом среднеквадратическое отклонение выходного сигнала  равно
	 	(5.42)
Замечание 1: Используя формулу (5.40) и равенство Парсеваля для импульсной характеристики, можно найти оценку мощности шума  (дисперсии) на выходе дискретной цепи по известной дисперсии шума  на входе цепи и АЧХ дискретной цепи (фильтра) по формуле
	 	(5.43)
Замечание 2: Дисперсия белого шума на входе , в отличие от дисперсии белого аналогового шума, является конечной (этот шум может быть физически реализуем).
3. Cреднее значение квадрата случайного сигнала (второй начальный момент) 

       (5.44)
где
		(5.45)
Если случайная последовательность конечна и состоит из  отсчетов, то оценкой среднего квадрата случайного сигнала (средней мощности) является выборочное среднего квадрата 
	 	(5.46)

5.4.2 Вероятностные временные характеристики выходного случайного дискретного сигнала
Корреляционная функция 
	 	(5.47)
[bookmark: _GoBack].

5.4.3 Спектральные характеристики выходных случайных дискретных сигналов
Спектральную плотность мощности  выходного сигнала  можно определить по формуле 
	 	(5.48)
Объединяя члены с одинаковыми степенями z, получим 
	 	(5.49) 
Из формулы (5.49) следует, что спектральная плотность мощности равна Z-преобразованию корреляционной функции  сигнала . Поскольку последовательность , как правило, не ограничена, в этом случае корреляционную функцию вычисляют по формуле 
	 	(5.50)
Спектральная плотность мощности в частотной области определяется следующим образом
	, 	(5.51)
то есть  равна преобразованию Фурье от корреляционной функции .
Если известны квадрат модуля комплексной частотной характеристики цепи  и спектральная плотность мощности  входного сигнала, тогда спектральную плотность мощности выходного сигнала в частотной области можно определить по формуле
	 	(5.52)
Зная спектральную плотность мощности, можно определить корреляционную функцию по формуле
	 	(5.53)
Замечание 1: Если случайный входной сигнал имеет математическое ожидание, равное нулю (), тогда и математическое ожидание выходного сигнала равно нулю (), и дисперсия выходного сигнала (и средняя мощность) может быть определена из выражения вида
	 , 	(5.54)
или из выражения
	 , 	(5.55)
если известна частотная характеристика цепи. 
Замечание 2: Взаимная корреляционная последовательность и взаимная спектральная плотность (взаимный спектр) входного и выходного сигналов цепи могут быть определены по формулам  
	 	(5.56)
	 	(5.57)
	 	(5.58)
Замечание 3: Если входной процесс – белый шум, тогда  и взаимная корреляция равна 
	 	(5.59)
то есть для белого шума на входе взаимная корреляция между входным и выходным процессами линейной системы пропорциональна ее импульсной характеристике.
Поскольку спектральная плотность мощности белого шума равна , тогда 
	, 	(5.60)
то есть взаимная спектральная плотность мощности пропорциональна частотной характеристике системы.
Замечание 4: Соотношения (5.59) и (5.60) могут служить в качестве основы для оценки импульсной и частотной характеристик линейной инвариантной к сдвигу системы, если оказывается возможным наблюдать выходной процесс системы в качестве реакции на входной белый шум.

5.5 Примеры

Пример 1. 
Сигнал  получен в результате дискретизации непериодического аналогового сигнала – прямоугольного импульса длительностью  мс и амплитудой 1В.
Необходимо найти автокорреляционную функцию дискретизированного сигнала.
Решение.
Воспользуемся формулой (5.2), задаваясь Т=1








Процесс вычисления поясним на рисунках
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Пример 2. 
Сигнал  получен в результате дискретизации периодических треугольных импульсов,  и . Длительность периода , период дискретизации . Необходимо найти среднюю мощность дискретизированного сигнала: 
1) используя только отсчеты; 
2) используя ДПФ.
Рещение. 
Получим вид периодического дискретизированного сигнала
[image: ]
Из уравнения Парсеваля получим уравнения
        
1. Определяем среднюю мощность, используя отсчеты

2. Определяем среднюю мощность сигнала через ДПФ
Сначала определим ДПФ

                                     
            
         
         
         
Зная ДПФ, определяем среднюю мощность сигнала по формуле

 
Пример 3.
На вход дискретного фильтра, описываемого разностным уравнением вида  подается случайный сигнал  с некоррелированными выборками, имеющий нулевое среднее и дисперсию . Требуется определить на выходе цепи среднюю мощность сигнала, спектральную плотность мощности сигнала, дисперсию сигнала, корреляционную функцию.
Решение. 
1. Определяем корреляционную функцию входного сигнала в предположении статистической независимости 

2. Определяем спектральную плотность мощности входного сигнала. Для этого сначала найдем Z- образ спектральной плотности мощности по формуле 
, 
затем перейдем в частотную область 
3. Определяем передаточную функцию цепи по разностному уравнению

4. Определяем модуль комплексной частотной характеристики цепи по передаточной функции  

5. Определяем спектральную плотность мощности на выходе фильтра, используя уравнение 
 
6. Определяем дисперсию сигнала на выходе фильтра, используя уравнение
,
7. Определяем среднюю мощность сигнала на выходе фильтра, используя уравнение


5.6 Вопросы для самоконтроля

1.  Дать определение стационарности случайных процессов в узком смысле.
2.  Дать определение стационарности случайных процессов в широком смысле.
3.  Дать определение эргодичности случайных процессов.
4. Перечислите свойства корреляционной функции дискретного детерминированного периодического сигнала.
5. Перечислите свойства корреляционной функции дискретного детерминированного непериодического сигнала.
6. Запишите уравнение корреляционной функции дискретного детерминированного непериодического сигнала.
7. Запишите уравнение корреляционной функции дискретного детерминированного периодического сигнала.  
8. Дать определение спектральной плотности мощности дискретных детерминированных сигналов.
9. Привести формулы расчета числовых характеристик случайных процессов.
10. Привести формулы расчета временных характеристик случайных процессов.
11. Привести формулы расчета спектральных характеристик случайных процессов.
12. Запишите уравнение корреляционной функции дискретного случайного сигнала.  
13. Запишите уравнение ковариационной функции дискретного случайного сигнала.
14. Дать определение спектральной плотности дискретного случайного сигнала.
15. Запишите уравнение для определения средней мощности детерминированных и случайных сигналов. 





6 Шумы квантования входного сигнала и шумы округления результатов умножения. Предельные циклы.

При рассмотрении дискретных сигналов и дискретных цепей отсчеты сигналов и коэффициенты цепи представлялись точно (без погрешностей). В ЭВМ арифметические операции сложения и умножения производятся в двоичной системе счисления, то отсчеты входного сигнала и коэффициенты цепи представляются в двоичной системе счисления. Поэтому значения отсчетов сигнала и коэффициенты фильтра квантуются по уровню. 
Квантование числа есть представление числа с помощью конечного количества  числовых разрядов.
Как правило, количество позиций, то есть количество разрядов представления числа, конечно, поэтому числа могут быть представлены неточно. Эффекты, связанные с конечной разрядностью представления чисел, можно разделить на следующие: 
1. Шум квантования, возникающий при квантовании входного сигнала в АЦП.
2. Шумы квантования, обусловленные округлением промежуточных результатов вычисления (умножения, сдвига).
3. Коррелированный шум округления, проявляющийся в виде предельных циклов.
4. Искажение характеристик фильтра, обусловленное квантованием коэффициентов фильтра.
5. Переполнение разрядной сетки в процессе вычисления.

6.1 Форматы представления чисел в цифровых фильтрах

Форматы представления дробных чисел в вычислительных устройствах делятся на две основные группы:
- форматы с плавающей запятой; 
- форматы с фиксированной запятой.

Формат с плавающей запятой
В формате с плавающей запятой (экспоненциальный формат) числа представляются в виде двух чисел с фиксированной запятой: мантиссы  и порядка . Представление числа имеет вид:
		 (6.1)
 где  – основание системы счисления, 
 – целое число, 
 – правильная дробь.

Формат с фиксированной запятой
При представлении числа в формате с фиксированной запятой считается, что положение запятой, отделяющей целую часть числа от дробной, фиксировано. Все разряды чисел вместе со знаковыми образуют разрядную сетку цифрового фильтра. Каждый -ый разряд сетки имеет определенный вес, что позволяет реализовать арифметические операции. 
В цифровых фильтрах, как правило, производится нормирование обрабатываемых данных таким образом, чтобы все арифметические операции выполнялись с числами, по абсолютному значению меньшими 1
	 	(6.2)
Разрядная сетка, содержащая  двоичных разрядов (старший – знаковый, остальные числовые) позволяет представить  различных чисел, отличающихся по абсолютному значению чисел с шагом , в диапазоне
	 	(6.3)
Если результат арифметических операций выходит за верхний предел неравенства (6.3), тогда происходит переполнение разрядной сетки, приводящее к искажению результата. При выполнении условия (6.2) переполнение может произойти только при операциях сложения и вычитания.
Достоинства:
- равномерность квантования;
- простота реализации арифметических операций.
Недостатки: 
- ограниченный динамический диапазон, которым называют отношение между самым большим и самым малым по модулю () числами, которые можно представить с помощью данного формата (это отношение для формата с фиксированной запятой равно ). 
В дальнейшем будем использовать формат с фиксированной запятой при выполнении условия (6.2)

6.2 Кодирование чисел в цифровых фильтрах

Для кодирования чисел с фиксированной запятой 
		 (6.4)
где  – числовые разряды с весом  () используется три основных кода: прямой, обратный и дополнительный. Код числа содержит  разрядов. Старший разряд служит для фиксации знака (знаковый разряд), следующие разряды служат для фиксации дробной части числа (числовые разряды).

Прямой код
Используется при выполнении операции умножения. Условное обозначение .
Правило кодирования: в знаковый разряд кода записывается 0, если число положительное, или записывается 1, если число отрицательное. Числовые разряды кода соответствуют числовым разрядам (дробной части) исходного числа
		 (6.5)
Пример.
Пусть .
тогда  и 
Для перевода правильной дроби из десятичной системы  в двоичную систему счисления , можно использовать алгоритм последовательного умножения. 
Пример. 
Задано число  в десятичной системе , необходимо его перевести в двоичную систему 
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	000
	




6.3 Квантование сигналов в цифровых фильтрах

Модель процесса квантования
Квантование сигнала – преобразование истинных значений отсчетов сигнала в двоичные числа и представление их с помощью конечного числа числовых разрядов – кодовых слов. Квантование сигнала производится в аналогово-цифровом преобразователе. Операция квантования является нелинейной операцией, которая представляется нелинейной моделью.
При анализе ошибок квантования в большинстве случаев используется линейная модель, которая представлена на рисунке 6.1 и которая описывается уравнением вида
	 	(6.6)
где  – точная выборка сигнала, 
 – квантованный сигнал, 
 – ошибка квантования
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Рисунок 6.1 – Линейная модель процесса квантования
Для определения эффектов квантования используется следующие предположения:
1) последовательность выборок ошибок  является выборочной последовательностью стационарного случайного процесса и ошибки некоррелированы с последовательностью точных выборок ;
2) выборки ошибок некоррелированы между собой, то есть ошибка является процессом типа «белый шум»;
3) распределение вероятности ошибки является равномерным по диапазону ошибок квантования.

6.3.1 Ошибки усечения и округления при квантовании сигнала (числа)

Ошибки квантования  зависят от шага квантования . Шаг квантования  определяется весом младшего числового разряда .
При квантовании используют два способа представления квантованного числа: усечение и округление. 
1. При округлении - разрядного числа  до  разрядов () -ый разряд остается неизменным или увеличивается на 1 в зависимости от того, больше отбрасываемая часть числа  с ()-го разряда до - го разряда значения  или меньше этого значения. Округление практически можно получить путем прибавления 1 к ()-му разряду числа  и усечения полученного числа до  разрядов. Ошибка округления при всех способах кодирования лежит в пределах 
		 (6.7)
		(6.8)
где  – шаг квантования, равный .

2. При усечении - разрядного числа до  разрядов () младшие () разряды исходного числа отбрасываются. Ошибка усечения  для любых способов кодирования для положительных чисел и для отрицательных чисел в дополнительном коде находится в пределах 
	 	(6.9)
 
Детерминированные оценки ошибок квантования сигнала
Детерминированные оценки позволяют определить абсолютные границы ошибок квантования. Максимальное значение ошибки квантования равно при округлении , при усечении .

Вероятностные оценки ошибок квантования сигнала определяются при следующих допущениях:
а) ошибки квантования являются случайным шумоподобным процессом (шумом квантования);
б) последовательность  (ошибка квантования) является стационарным эргодическим процессом (допущение «эргодичности» введено для случая статистических оценок);
в) последовательность  некоррелирована с квантуемым дискретным сигналом ;
г) любые два отсчета ошибки квантования  некоррелированы, то есть шум квантования является процессом типа «белый шум». 

Математические ожидания и дисперсия ошибки квантования при округлении 
		(6.10)
		(6.11)
Среднеквадратическое отклонение равно
	 	(6.12)
Математическое ожидание и дисперсию ошибки квантования при усечении не   рассматриваем.		
Замечание 1. В дальнейшем, при анализе будем использовать только вероятностную модель шума квантования сигнала с использованием операции округления.	 

6.3.2 Влияние шума квантования входного сигнала на шум (ошибку) выходного сигнала

Зная характеристику  , найдем реакцию фильтра на воздействие дискретного входного случайного процесса (шума квантования)
	 	(6.13)
Аналогично можно найти реакцию на шум квантования в любой точке схемы цифрового фильтра
	 	(6.14)
где  – импульсная характеристика части фильтра от его входа (от источника квантования входного сигнала – от АЦП) до выхода -го сумматора.

Детерминированная оценка шума (ошибки) сигнала на выходе фильтра и в любой точке фильтра 
Детерминированная оценка ошибки сигнала определяется для модуля максимального значения шума квантования входного сигнала и положительности всех коэффициентов импульсной характеристики и равна при округлении чисел соответственно на выходе и в -ой точке цепи 
		(6.15)
	 	(6.16)

Вероятностные оценки шума (ошибки) сигнала на выходе фильтра и в любой i-ой точке фильтра 
Ошибка квантования входного сигнала  имеет нулевое математическое ожидание  и дисперсию, равную
	 	(6.17)
Дисперсия шума на выходе и в любой -ой точке цифрового фильтра определяются по формулам
		(6.18)
	 	(6.19)
Дисперсию шума выходного сигнала можно определить, используя теорему Парсеваля для импульсной характеристики в Z-области
 	(6.20)

6.4 Шумы округления результатов арифметических операций

При реализации алгоритма цифровой обработки образуется большое количество промежуточных результатов.
При сложении двух и более чисел не возникают шумы (ошибки) округления представления суммы, но возможно переполнение регистра сумматора (при сложении чисел в формате с фиксированной запятой).
Выполнение операции умножения связано с ошибками округления (или усечения), поскольку умножение приводит к увеличению числа значащих цифр результата (по сравнению с множителями), а это приводит к необходимости округления (усечения).

Влияние шумов округления промежуточных результатов вычислений на шум (ошибку) выходного сигнала
Учет влияния шума округления результата умножения производится на основе линейной модели умножителя, которая представляет собой последовательное соединение идеального умножителя с неограниченным числом разрядов и сумматора, на вход которого, наряду с точными значениями произведения, поступает ошибка округления результата умножения. На выходе модели получается значение произведения в виде кодового слова с  разрядами (рисунок 6.2)
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Рисунок 6.2 – Линейная модель умножителя

При определении оценок ошибок округления результата умножения используются те же формулы, что и при оценке ошибки квантования входного сигнала.

6.4.1 Анализ шумов квантования в рекурсивных фильтрах

Шумовая модель квантования входного сигнала и квантования результатов умножения при соединении двух рекурсивных блоков
Модель цифрового фильтра включает в себя, кроме схемы цифрового фильтра, линейные модели квантователя входного сигнала и умножителей.
Пусть имеется рекурсивный фильтр (каноническая форма) с источниками шума (АЦП и умножители) (рисунок 6.3)
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Рисунок 6.3 – Модель цифрового фильтра с источником шума
В схеме  – шум квантования, обусловленный АЦП,
, …  – шумы округления результатов умножения на соответствующих умножителях.
Замечание: , …  – будем также называть источниками шума.

Вероятностные оценки суммарной ошибки выходного сигнала
Определим только дисперсию ошибки выходного сигнала при следующих допущениях:
а) любые два отсчета шума от одного и того же источника некоррелированы;
б) любые два источника шума (возникающего в различных умножителях) создают некоррелированные шумы;
в) шумы от каждого источника некоррелированы с входной последовательностью.
При округлении дисперсия шума выходного сигнала равна
		(6.21)
где 
 – шаг квантования входного сигнала (в АЦП),
 – значение младшего разряда регистра -го умножителя, 
 – количество умножителей, подключенных к -му сумматору,
 – количество сумматоров,
 – импульсная характеристика цифрового фильтра для источника шума квантования ,
 – импульсная характеристика части фильтра от выхода -го сумматора до выхода фильтра.

6.4.2 Анализ шумов квантования в нерекурсивных фильтрах

Трудности при анализе шумов квантования в нерекурсивных фильтрах возникают из-за того, что передаточная функция КИХ-фильтров с линейной фазовой характеристикой должна описываться полиномом и должна обладать свойством зеркального отображения.

Учет влияния шумов округления результатов умножений на ошибку (шум) выходного сигнала при построении нерекурсивных фильтров в прямой форме

Передаточную функцию КИХ - фильтра можно записать в виде
	, 	(6.22)
Для линейной фазовой характеристики импульсная характеристика должна удовлетворять условию 
	 	(6.23)
тогда
		(6.24)
На рисунке 6.4 приведена схема КИХ-фильтра в прямой форме, построенная в соответствии с формулой (6.52)
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Рисунок 6.4 – Структурная схема КИХ-фильтра в прямой форме 
Чтобы увеличить быстродействие фильтра, округление производят, как правило, перед сложением произведений, при этом в схеме будет находиться  источников шума и выходной шум  является суммой  некоррелированных случайных последовательностей , каждое из которых имеет равномерное распределение на интервале , нулевое среднее и дисперсию  
	 	(6.25)

Учет влияния шумов округления входного сигнала на ошибку (шум) выходного сигнала в нерекурсивных фильтрах в прямой форме

На входе фильтра есть шум квантования входного сигнала с нулевым средним значением и дисперсией, равной . Дисперсия шума на выходе фильтра, обусловленная шумом квантования входного сигнала определяется по формуле 
	 	(6.26)
Суммарная дисперсия выходного шума определяется как сумма дисперсий 
		(6.27)
Шумы, обусловленные квантованием результатов операций умножения, называются собственными шумами цифровой системы. Обычно собственные шумы фильтра намного меньше шума квантования входного сигнала.

6.5 Предельные циклы, обусловленные ошибками округления результатов умножения

При анализе шума округления, предполагалось, что отсчеты шума округления некоррелированы как друг с другом, так и с отсчетами входной последовательности. Это предположение оправдано, когда разность между соседними отсчетами входного сигнала велика по сравнению с шагом квантования. Во многих случаях, например, если входной сигнал постоянен или равен нулю, такое предположение о некоррелированности неверно.
При этом для БИХ-фильтра, выполненного на основе арифметики с конечной разрядностью регистров, возможно появление эффекта, когда при входном сигнале, равном нулю, сигнал на выходе фильтра не равен нулю: он уменьшается до некоторого уровня, и в некоторых случаях может принимать колебательный характер. Этот эффект обычно называют режимом предельного цикла низкого уровня, и он является следствием нелинейности квантователей в петле обратной связи фильтра. Режим предельного цикла является сложным и трудным для анализа. Объяснить существование колебаний на выходе фильтра при отсутствии сигнала на входе фильтра можно с помощью эффективных полюсов фильтра, перемещающихся на единичную окружность. Появление режима предельного цикла покажем на примере.
Пусть дано разностное уравнение вида 
		(6.28)
Предположим, что входная последовательность  (т.е. вход фильтра отключен), а начальные условия имеют вид. Определим точные значения выходного сигнала и значение сигнала с округлением.
Точные значения: 
 
Значения с округлением: .
Точные значения сигнала  стремятся к нулю, при округлении значения сигнала  остаются на уровне 10. Это иллюстрирует возникновение в рекурсивном фильтре эффекта предельного цикла при нулевом входном сигнале. Амплитудные интервалы, в которых возникают эффекты предельного цикла, называются мертвыми зонами. В рассмотренном примере при любом  будет получаться, что , , если [image: ]. Таким образом, интервал  является для рассмотренного уравнения мертвой зоной. 
Предельные циклы в системах первого и второго порядков были исследованы Джексоном, используя понятие «эффективных» значений коэффициентов фильтра (учитывая, что предельные циклы возникают только тогда, когда округление фактически приводит к появлению полюсов на единичной окружности).
Так, для системы, описываемой разностным уравнением первого порядка
	 , 	(6.29)
где символ «» означает операцию округления до ближайшего целого (при , ). 
Мертвой зоной, в которой могут существовать предельные циклы, является интервал , причем  равно наибольшему целому числу, удовлетворяющему неравенству 
		(6.30)
Из приведенного примера следует, что при отрицательных  отсчеты на выходе фильтра в режиме предельного цикла имеют постоянную амплитуду и знак. Если же , то отсчеты на выходе в режиме предельного цикла будут иметь постоянную амплитуду и чередующийся знак. 
При всех значениях  в пределах мертвой зоны эффективное значение множителя [image: ] равно +1 или , то есть . Таким образом, разностному уравнению  соответствует эффективный полюс в точке .
Для системы второго порядка, описываемой разностным уравнением 
	, 	(6.31)
мертвой зоной, в которой могут возникать эффекты предельного цикла, является интервал , где  – наибольшее число, удовлетворяющее неравенству
	[image: ] 	(6.32)
При выполнении соотношения (6.31) полюсы фильтра попадают на единичную окружность, то есть эффективное значение . 
Отметим, что при  полюсы будут комплексно – сопряженными, а фильтр – устойчивым. Частота колебаний в режиме предельного цикла определяется главным образом значением , но зависит также и от того, как округление сказывается на значение произведения  в формуле (6.31).
Из формулы (6.32) следует, что наименьшее значение , при котором еще образуется пара эффективных комплексно-сопряженных полюсов равно 0.5. В этом случае . Следующее значение , для которого эффекты предельного цикла возникают при большем значении , равно 0,75.
Замечание 1: При любом значении   существует только конечное число интервалов значений [image: ], при которых могут возникнуть различные эффекты предельного цикла.
Замечание 2: Изучение предельных циклов важно по двум причинам: 
1) в системах связи отключение сигнала может вызвать эффекты предельного цикла. Это нежелательно.
2) предельные циклы можно использовать для генерации периодических последовательностей. Колебания предельного цикла с нужными характеристиками можно использовать в качестве источника сигнала.
Замечание 3: Различают две разновидности предельных циклов:
1) «зернистые» предельные циклы, когда выходной сигнал затухает при прекращении действия входного сигнала, но не доходит до нуля из–за ошибок округления;
2) «переполняющие» предельные циклы, когда при отсутствии входного сигнала внутреннее состояние фильтра возрастает, вызывая переполнение. 
Замечание 4: Если полюсы передаточной функции  фильтра меньше 0,5, то с большой уверенностью можно утверждать, что предельные циклы не возникнут.
Замечание 5: Анализ предельных циклов для рекурсивных фильтров высокого порядка, построенных в каскадной форме, очень сложен, поэтому производят моделирование на ЭВМ.
 Замечание 6: Режим предельного цикла может наступать, когда входной сигнал не равен нулю, если существует статистическая связь между отсчетами сигнала и шагом квантования. 
Замечание 7: Борьба с режимом предельного цикла осуществляется, как правило, подачей на вход фильтра шумоподобного сигнала.

6.6 Примеры 

Пример 1. 
Задана шумовая модель рекурсивной цепи первого порядка вида
[image: ]
где  и  – ошибки квантования входного сигнала и результата умножения, имеющие нулевые средние и равные дисперсии .
Необходимо определить дисперсию шума квантования на выходе цепи.
Решение 
1. По виду цепи определяем передаточную функцию цепи

2. Применяя теорему о вычетах, определяем импульсную характеристику цепи 

3. Зная импульсную характеристику, определяем дисперсию шума квантования на выходе цепи по формуле (6.44), полагая, что  и .
 
где  – шаг квантования.

Пример 2. 
Импульсная характеристика цифрового фильтра имеет вид

Ошибка квантования входного сигнала равна: [image: ]. 
Необходимо определить установившееся значение дисперсии выходного шума.
Решение. 
1. Определяем дисперсию ошибки округления по формуле (6.33)

2. Определяем дисперсию выходного шума по формуле (6.44)

3. Определяем передаточную функцию фильтра

4. Определяем установившееся значение дисперсии выходного шума, используя выражение (6.50)

Пример 3. 
Входной сигнал  представляет собой последовательность белого шума с равномерной плотностью амплитуд . Импульсная характеристика цифрового фильтра имеет вид

 Необходимо определить отношение сигнал-шум на выходе фильтра, если шум обусловлен ошибкой округления [image: ] результата умножения.
Решение. 
1. Определяем дисперсию входного сигнала

2. Определяем дисперсию выходного шума по формуле (6.44)

3. Определяем мощность выходного сигнала по формуле

4. Определяем передаточную функцию фильтра

5. Определяем установившееся значение дисперсии выходного шума по формуле 

6. Определяем мощность сигнала на выходе

7.Определяем отношение сигнал-шум на выходе фильтра


6.7 Вопросы для самоконтроля

1. Приведите модель процесса квантования сигналов.
2. Назовите детерминированные оценки ошибок квантования сигналов.
3. Назовите вероятностные оценки ошибок квантования сигналов.
4. Детерминированные и вероятностные оценки ошибок квантования сигналов на выходе дискретной цепи и в любой точке цепи.
5. Влияние шумов округления результатов арифметических операций на ошибку выходного сигнала в рекурсивных цепях.
6. Шумовая модель квантования входного сигнала и квантования арифметических операций в рекурсивных цепях.
7. Влияние шумов округления результатов арифметических операций на ошибку выходного сигнала в нерекурсивных цепях.
8. Причины возникновения предельных циклов в рекурсивных фильтрах
9. Методы борьбы с предельными циклами.



7 Расчет разрядностей регистров входного сигнала и оперативной памяти результатов умножения 

7.1 Расчет разрядностей регистров нерекурсивных фильтров 

Разрядность входного сигнала  и разрядность  регистров оперативной памяти определяются:
- на основе оценок составляющих шума квантования выходного сигнала, обусловленных квантованием входного сигнала («внешний» шум) и округлением результатов умножения («собственный» шум);
- на основе оценок диапазона изменения сигналов в фильтре в предположении, что:
а) фильтр имеет линейную ФЧХ, 
б) схема фильтра представлена в прямой форме, 
с) числа представляются в формате с фиксированной запятой в прямом или дополнительном кодах при округлении результатов.
При этом будем считать, что выходной сигнал определяется по формуле 
	,	(7.1)
где  – коэффициенты КИХ-фильтра, , 
, 
При расчете разрядности входного сигнала следует иметь в виду, что любые аналоговые сигналы всегда сопровождаются шумом того или иного вида, поэтому никакое увеличение разрядности не позволит получить в дискретизированном сигнале отношение сигнал/шум большее, чем в исходном аналоговом сигнале. 

7.1.1 Расчет разрядностей регистров входного сигнала и регистров выходного сигнала по вероятностной модели ошибок квантования 

Так как , то из (7.1) следует, что при всех  
	 	(7.2)
 Из (7.2) получим выражение для расчета разрядности регистра целой части выходного сигнала 
	 	(7.3)
Определим разрядности  и  дробных частей соответственно входного и выходного сигналов при заданной допустимой дисперсии шума  на выходе фильтра (вероятностный подход). Как известно, дисперсия шума округления входного сигнала  определяется выражением
		 (7.4)
Дисперсия шума округления результата умножения определяется выражением
	, 	(7.5)
где  – разрядность оперативной памяти дробной части выходного сигнала, 
 – разрядность коэффициентов фильтра.
Величины , ,  связаны между собой зависимостью вида 

	 	(7.6)
Полагая, что шумы выходного сигнала, обусловленные округлением должны быть в Q раз меньше шумов, обусловленных квантованием входного сигнала, то разрядности  и  можно определить по формулам 
	 	(7.7)
		(7.8)

7.1.2 Расчет разрядностей регистров входного сигнала и регистров выходного сигнала по заданному динамическому диапазону входного сигнала и отношению сигнал/шум на выходе фильтра

Дисперсию шума  на выходе фильтра часто определяют при заданных значениях динамического диапазона входного сигнала  и отношения сигнал/шум на выходе фильтра  на нижней границе динамического диапазона. Под динамическим диапазоном  (дБ) входного сигнала понимается отношение максимальной амплитуды входного сигнала  к минимальной амплитуде , при которой обеспечивается заданное отношение мощности сигнала к мощности шума  на выходе фильтра. 
Значение  в децибелах определяется следующим образом (считается, что переполнения в сумматорах не происходит)
	 	(7.9)
где  и  – максимальная и минимальная амплитуды входного синусоидального сигнала с частотой, на которой АЧХ имеет значение, равное единице. 
 – соответствует верхней границе динамического диапазона,
 – соответствует нижней границе динамического диапазона. 
Отношение сигнал/шум  на выходе фильтра равно 
	, 	(7.10)
где ,  –мощности выходного сигнала и шума соответственно при подаче на вход синусоидального сигнала с амплитудой  и частотой, на которой АЧХ фильтра имеет значение, равное единице 
	 	(7.11)
Средняя мощность шума  на выходе фильтра равна
		(7.12)
Если положить , тогда 
	 	(7.13)
Зная , разрядности  и  можно определить по формулам (7.7) и (7.8)

7.2 Расчет разрядностей регистров рекурсивных фильтров по вероятностным моделям ошибок квантования

Пусть в результате решения задачи аппроксимации и квантования коэффициентов определена передаточная функция  линейного рекурсивного фильтра. Также известна форма фильтра, динамический диапазон входного сигнала  и отношение сигнал/шум  на выходе фильтра. Требуется рассчитать разрядности регистра входного сигнала и регистров оперативной памяти (умножителей и сумматоров).
Отношение сигнал/шум  на выходе фильтра определяется соотношением 
	, 	(7.14)
где  – мощность выходного сигнала.
Отношение сигнал/шум  на выходе фильтра при синусоидальном входном сигнале равен
	, 	(7.15)
где а – амплитуда синусоидального выходного сигнала. 
Если АЧХ фильтра в полосе пропускания равна 1 , то амплитуда выходного сигнала  ( – амплитуда входного сигнала). 
Минимальная амплитуда входного сигнала  определяется по заданному значению  из (7.9)
		(7.16)
Допустимое значение мощности шума квантования  определяется из (7.15) и (7.16) при заданном значении  и минимальной амплитуде входного сигнала  ()
	 	(7.17)
 Разрядность входного сигнала  и разрядность регистров оперативной памяти  определяются на основе оценок составляющих шума квантования выходного сигнала, обусловленных квантованием входного сигнала («внешний» шум) и округлением результатов умножения («собственный» шум), а также оценок диапазона изменения сигналов в фильтре. 
При определении разрядностей  и  рассчитанная по формуле (7.12) мощность  распределяется на допуски и , отводимые на составляющие выходного шума: внешние (в) и собственные (с) шумы, причем 
		(7.18)
		(7.19)
где  – коэффициент, равный 0,8 – 0,9.

Если при расчете  и  положить, что входной сигнал нормирован к единичному уровню, то есть
	,	(7.20)
тогда, используя соотношение вида 
	,	 (7.21)
можно определить разрядность входного сигнала по формуле
	 	(7.22)
где  – импульсная характеристика фильтра,
а, используя соотношение вида (7.23), можно определить дисперсию выходного шума
	,	(7.23)
где– количество умножителей, подключенных к -му сумматору, 
 – количество сумматоров, 
 – импульсная характеристика части фильтра от выхода -го сумматора до выхода фильтра.
Разрядность  регистров оперативной памяти для представления дробной части кодов (результата умножения и суммирования) определяется по формуле 
	 	(7.24)


7.3 Примеры 

Пример 1. 
Передаточная функция рекурсивного цифрового фильтра имеет вид
 
Необходимо определить разрядность входного сигнала и разрядность регистров оперативной памяти, если: 
а) динамический диапазон входного сигнала , 
б) отношение сигнал/шум на выходе фильтра , 
в) входной сигнал ограничен по амплитуде соотношением вида 
,
г) мощность собственных шумов фильтра меньше мощности шума округления входного сигнала в 4 раза.

Решение. 
1. Представляем модель рекурсивного цифрового фильтра с учетом шумов квантования 
[image: ]

2. Определяем 
а) передаточные функции ,  
b) прохождение шумовых сигналов , 
с) передаточные функции ,  прохождения входного сигнала  до выходов 1-го и 2-го сумматоров соответственно.
3.Определяем значение  по формуле

При вычислении интеграла используем теорему о вычетах: сначала определим полюсы подынтегральной функции :
, , .
Зная полюсы, определяем вычеты функции только для полюсов, расположенных внутри единичной окружности
 
4. Определяем 
5. Определяем 
6. Определяем значения функций ,  по формуле

где 

После вычислений имеем 
7. Определяем  по формуле 

8. Определяем разрядность входного сигнала  по формуле (7.34), полагая, что значение 

9. Разрядность регистров оперативной памяти дробной части определяем по формуле (7.35) 

10. Разрядность регистров оперативной памяти целой части определяем по формуле (7.36) 
 
Здесь учтено, что  
11. Определяем общую разрядность оперативной памяти по формуле (7.37)

Пример 2.
Импульсная характеристика КИХ-фильтра имеет вид

Требуется определить разрядность входного сигнала, если дисперсия шума на выходе фильтра, равная , определяется лишь дисперсией шума округления входного сигнала. 
Решение. 
Разрядность входного сигнала определяем по формуле 
 
Пример 3.
Импульсная характеристика КИХ-фильтра имеет вид

Требуется определить разрядность  входного сигнала и разрядность  регистров оперативной памяти умножителей, если дисперсия шума на выходе фильтра равна  и определяется дисперсией шума округления входного сигнала и дисперсией шума округления произведения, а мощность собственных шумов фильтра меньше мощности шума округления входного сигнала в 10 раз.
Решение. 
Разрядность  входного сигнала и разрядность  регистров оперативной памяти умножителей определяем соответственно по формулам 
 
 

Пример 4.
Импульсная характеристика КИХ-фильтра имеет вид

Динамический диапазон входного сигнала равен 30 дБ, отношение сигнал/шум равно 30 дБ. 
Требуется определить разрядность  входного сигнала и разрядность  регистров оперативной памяти умножителей, если мощность собственных шумов фильтра меньше мощности шума округления входного сигнала в 10 раз.

Решение. 
1. Определяем мощность шума на выходе фильтра по формуле 

2. Разрядность  входного сигнала и разрядность  регистров оперативной памяти умножителей определяем соответственно по формулам


7.4 Вопросы для самоконтроля

1. Порядок расчета разрядностей регистров входного и выходного сигналов
нерекурсивных фильтров по вероятностной модели ошибок квантования.
2. Порядок расчета разрядностей регистров входного и выходного сигналов нерекурсивных фильтров по вероятностной модели ошибок квантования по динамическому диапазону входного сигнала и отношению сигнал \ шум на выходе фильтра.
3. Порядок расчета разрядностей регистров входного и оперативной памяти умножителей и сумматоров рекурсивных фильтров по вероятностной модели ошибок квантования.
4.Объяснить зависимость входного шума от разрядности регистров оперативной памяти входного сигнала.
5. Метод расчета разрядности регистров оперативной памяти результатов умножения при заданном собственном шуме квантования фильтра.






8 Квантование коэффициентов цифровых фильтров. Ограничение (масштабирование) динамического диапазона в цифровых фильтрах

8.1 Квантование коэффициентов цифровых фильтров

Коэффициенты фильтров так же, как и входной сигнал подвергаются квантованию. При квантовании коэффициентов представление числа происходит с ограниченной разрядностью по способу округления или усечения (в дальнейшем рассмотрим только способ округления).
Характеристики рекурсивных фильтров более подвержены искажениям из-за округления коэффициентов. Наибольшие искажения также происходят в тех случаях, когда АЧХ фильтра имеет крутой спад в переходной полосе частот. Например, анализ показывает, что при округлении коэффициентов фильтра Чебышева 6-го порядка с точностью до , АЧХ фильтра изменяется в полосе пропускания до 60% (полоса пропускания фильтра – 00.2; полоса задерживания – 0.20.5). Ошибку АЧХ фильтра обычно определяют в виде разности АЧХ  фильтра с неквантованными коэффициентами и АЧХ  фильтра с квантованными коэффициентами 
	 , 	(8.1)
Значение величины  не должно превосходить допустимого значения , определяемого обычно из условия, чтобы отклонение реальной АЧХ от идеальной АЧХ были в допустимых пределах как в полосе пропускания, так и в полосе задержания. 
Ошибку АЧХ фильтра можно также определить в виде усредненного квадрата модуля разности комплексных передаточных функций 
	 , 	(8.2)
либо в виде разности передаточных функций (или Z-преобразования разности импульсных характеристик)
	(8.3)
Существует два общих подхода к анализу искажений характеристик фильтра с коэффициентами конечной разрядности.
В первом подходе ошибки представления коэффициентов рассматриваются как случайные величины. При этом влияние квантования коэффициентов учитывается введением паразитного фильтра, включенного параллельно соответствующему идеальному фильтру (рисунок 8.1)
[image: ]
Рисунок 8.1 – Представление реального фильтра с квантованными коэффициентами в виде параллельно включенных идеального и паразитного фильтров 

Во втором подходе вопрос о квантовании коэффициентов решается отдельно для каждого конкретного фильтра. При этом коэффициенты, представляемые конечной разрядностью, можно оптимизировать так, чтобы максимум взвешенной разности характеристик идеального и реального фильтров был минимальным. 
Кроме изложенных общих подходов определения разрядности коэффициентов фильтра, используются и другие методы, например, метод, основанный на использовании функций чувствительности АЧХ фильтра по отношению к коэффициентам фильтра и метод перебора (метод проб и ошибок), которые являются частным случаем первого направления.
Замечание: Необходимо подчеркнуть, что ошибки квантования коэффициентов не относятся к шумам квантования, а учитываются в искажении АЧХ фильтра 

8.1.1 Расчет разрядности коэффициентов нерекурсивных ЦФ

Квантование коэффициентов при реализации нерекурсивного фильтра с линейной фазой в прямой форме

Представим частотную характеристику фильтра (например, фильтра вида 1) 
, 	(8.4)
где  – импульсная характеристика, ,  

 – фазовый коэффициент, учитывающий задержку только на целое число отсчетов ( – нечетные).
Пусть  – импульсная характеристика фильтра, полученная в результате округления коэффициентов при квантовании с шагом .Ошибка квантования  коэффициентов равна
	 	(8.5)
Тогда
	, 	(8.6)
причем
		(8.7)
Ошибка квантования  – случайная величина, равномерно распределенная на интервале . Из (8.5) определяем частотную характеристику ошибки квантования  
	 	(8.8)
Величину  можно рассматривать как частотную характеристику паразитного фильтра с линейной фазо-частотной характеристикой (ФЧХ), у которого первая половина импульсной характеристики образована последовательностью , а вторая имеет вид  при . Применив к  и  Z-преобразование и перейдя в частотную область, получим
	 	(8.9)
Определим границу модуля частотной характеристики паразитного фильтра, полагая, что  
	 	(8.10)
Лучшие результаты можно получить при статистическом (или вероятностном) подходе к оценке модуля частотной характеристики паразитного фильтра. Полагая, что ошибки квантования коэффициентов некоррелированы, находим дисперсию частотной характеристики паразитного фильтра
	(8.11)
где  – дисперсия ошибки для равномерного распределения, 
черта «—» означает усреднение по времени.
среднеквадратическое отклонение частотной характеристики фильтра равно
	 	(8.12)
Зная требование на АЧХ в виде  и зная N, нетрудно определить шаг квантования , а значит и количество разрядов коэффициентов по формуле
		 (8.13)
Замечание 1: При реализации линейно-фазовых КИХ фильтров в прямой форме нули передаточной функции с неквантованными коэффициентами более или менее равномерно распределены по всей комплексной плоскости (хотя заметно некоторое их накопление на единичной окружности). Передаточные функции в этом случае имеют меньшую чувствительность к ошибкам квантования, поэтому линейно-фазовые КИХ фильтры, как правило, реализуют в прямой форме.
Замечание 2: Нули на единичной окружности, прежде всего, отвечают за полосу непропускания, в то время как нули, расположенные вне единичной окружности, оказывают большее влияние на полосу пропускания.

Квантование коэффициентов при реализации нерекурсивных фильтров с линейной фазой в каскадной форме

Для сохранения линейной фазы всей системы каждый участок каскада также должен иметь линейную фазу.
Если участок каскада реализуется подсистемой второго порядка с передаточной функцией вида
	, 	(8.14)
то для каждой из комплексно-сопряженных пар нулей на единичной окружности отдельный нуль при квантовании коэффициента может перемещаться только вдоль окружности. 
Эксперименты показывают, что полосовые фильтры, выполненные в каскадной форме, весьма чувствительны к изменениям коэффициентов вблизи точек  и почти не чувствительны к изменениям вблизи точек . 


8.1.2 Квантование коэффициентов при построении рекурсивных фильтров в прямой форме
Впервые исследования влияния погрешностей коэффициентов на характеристики рекурсивных фильтров были выполнены Кайзером.
Кайзером было показано, что если полюсы (или нули) передаточной функции  сгруппированы тесно, то даже сравнительно небольшие возмущения коэффициентов приводят к значительному сдвигу полюсов и нулей. 
	 
Расчет разрядностей коэффициентов по вероятностной модели ошибок квантования на основе функции чувствительности передаточной функции при заданной относительной  погрешности  АЧХ фильтра 

Чувствительностью некоторой функции  к изменению параметра  называется предел отношения относительного изменения функции  к относительному изменению параметра .

	 	(8.15)
Порядок расчета разрядности коэффициентов по функции чувствительности 
Пусть в результате решения задачи аппроксимации получена передаточная функция фильтра
	 	(8.16)
1. Определяем чувствительность передаточной функции к коэффициентам , , , ,  
		 (8.17)
	 	(8.18)
	 	(8.19)
	 	(8.20)
	 	(8.21)
2. Определяем полюсы передаточной функции  из уравнения

	 	(8.22)
3. Определяем нули передаточной функции H(z) из уравнения

	 	(8.23)
4. Определяем частоты, соответствующие полюсам и нулям передаточной функции, используя соотношение между переменной  в Z-плоскости и переменной  в -плоскости  , откуда
	 ,	 (8.24)
	, 	(8.25)
	, 	(8.26) 
	, 	(8.27)
где – мнимые и реальные части полюсов и нулей передаточной функции,  – частота дискретизации.
5. Определяем значения модулей чувствительности на частотах, которые соответствуют полюсам и нулям передаточной функции
	 	(8.28)
	 	(8.29)
	 	(8.30)
	 	(8.31)
	 	(8.32)
6. Рассчитываем квадратичное значение чувствительности на частотах, которые соответствуют полюсам и нулям передаточной функции и определяем частоту, на которой квадратичное значение чувствительности максимально
		(8.65)
7. Определяем относительную погрешность АЧХ фильтра на частоте максимального квадратичного значения чувствительности по формуле 
		 (8.33)
Так как при квантовании коэффициентов ошибка квантования при округлении одинакова для всех коэффициентов и равна , тогда, полагая, что , имеем
		(8.34)
8. Зная требуемое значение на относительную погрешность АЧХ фильтра, определяем разрядность  коэффициентов фильтра по формуле
	(8.35)
Замечание: Если значение какого-либо коэффициента кратно, где к - любое целое число, то ошибка квантования этого коэффициента равна нулю. 

Расчёт разрядности коэффициентов по детерминированной модели ошибок квантования методом проб при заданной относительной погрешности АЧХ фильтра 
Пусть в результате решения задачи аппроксимации частотной характеристики цифрового фильтра получена передаточная функция  фильтра (рассматриваем блок 2-го порядка)
	 	(8.36)
Порядок расчета разрядности коэффициентов методом проб и ошибок
1. Выбираем произвольно разрядность коэффициентов, например,  .
2. Квантуем коэффициенты  и представляем их в виде девятиразрядных чисел в двоичной системе счисления.
3. Производим округление коэффициентов, добавляя единицу в 9-й разряд и производя суммирование. После суммирования ограничиваем числа 8-ми числовыми разрядами.
4. Переводим числа из двоичной системы счисления в десятичную. 
		(8.37)
 где  – символы, равные 0 или 1 и находящиеся в i– й позиции записи в двоичной системе счисления.
5.Определим передаточную функцию  фильтра с округлёнными коэффициентами
		(8.38)
6. Определяем комплексную частотную характеристику фильтра для точных значений коэффициентов
	 	(8.39)
7. Определяем комплексную частотную характеристику фильтра для квантованных коэффициентов
	 	(8.40)
8.Находим АЧХ фильтра с точными и квантованными коэффициентами, переходя к нормированной частоте Ω .
	 	(8.41)
		 (8.42)
9. Находим максимальное отклонение АЧХ с квантованными коэффициентами от АЧХ с неквантованными коэффициентами, если норма при проектировании задана для максимального отклонения 
		(8.43)
Если окажется, что отклонение АЧХ больше заданного, то необходимо увеличить разрядность и повторить расчёт.

8.2 Ограничение (масштабирование) динамического диапазона в цифровых фильтрах

Анализ вопросов переполнения разрядной сетки регистров умножителей и сумматоров относится к весьма сложным вопросам. 
Переполнение может быть вызвано (имеется в виду только формат с фиксированной запятой):
- большим входным сигналом;
- суммированием большого количества чисел;
- большими значениями коэффициентов фильтра, которые могут приводить к большим значениям (намного больше средних) промежуточных результатов вычислений. 
Проблема переполнения разрядной сетки в процессе вычислений решается, как правило, на пути организации вычислений и выбора формы ЦФ. 
Более легко решается задача устранения переполнения из-за большого выходного сигнала при известных коэффициентах фильтра или, наоборот, при известном малом (меньше единицы) входном сигнале и больших коэффициентах фильтра, приводящих к переполнению регистров умножителей и сумматоров. В этом случае для исключения переполнения вводится масштабирующий множитель, ограничивающий произведение максимального значения сигнала и максимального значения суммы абсолютных значений отсчетов импульсной характеристики в любом узле цепи. 

	
Расчет масштабирующих множителей при ограничении максимума амплитуды входного сигнала 
Для пояснения основных идей рассмотрим каноническую форму фильтра третьего порядка, содержащего три узла разветвления и два узла суммирования (рисунок 8.2)
[image: ]
Рисунок 8.2 – Каноническая форма фильтра третьего порядка
Здесь 
,  – передаточные функции для сигналов и , которые являются шумами, обусловленные округлением результатов операций умножений в регистрах умножителей, подключенных соответственно к 1-му и 2-му сумматорам;
, ,  – функции передачи от входа фильтра до выхода соответственно 1-го, 2-го и 3-го узлов разветвления;
,  и  – сигналы, выходящие из первого, второго и третьего узлов разветвления ( и  – сигналы на выходе сумматоров).
Запишем выражения для , ,  и , , 
	 	(8.44)
	 	(8.45)
	 	(8.46)
	 	(8.47)
		(8.48)
Положим, что при нулевых начальных условиях и отсутствии шума округления выходная последовательность на выходе l-го сумматора () должна быть меньше или равна 1
	 , 	(8.49)
где – импульсная характеристика части фильтра от входа фильтра до
 выхода -го сумматора. Масштабирующие множители  должны гарантировать выполнение условия (8.49). 
При этом условии значение масштабирующего множителя  определяется из выражения
	 	(8.50)

Масштабирование при ограничении мощности (энергии) входного сигнала 
Пусть входная последовательность  также является детерминированной последовательностью с Z-преобразованием . 
Масштабирующий множитель  в этом случае определяется по формуле 
 	 	(8.51)

8.3 Упорядочение размещения блоков при построении рекурсивных фильтров в каскадной форме

Диапазон выходного шума зависит от порядка, в котором включены звенья, образующие фильтр, а также от способа попарного подбора нулей и полюсов передаточных функций отдельных звеньев. 
Имеется два общих подхода при распределении звеньев. 
Согласно первому, если 
	 	(8.52)
Или
	,	 (8.53)
где  – импульсная характеристика i-го элементарного звена ()
Выбирается та из расстановок, для которой рассчитанная разрядность регистров минимальна.
Второй подход предложил Джексон. 
Он сформулировал следующие рекомендации распределения звеньев:
1) полюс, наиболее близко расположенный к единичной окружности, следует сгруппировать  с ближайшим к нему нулём;
2) необходимо повторять п.1 до тех пор, пока не будут сгруппированы все нули и полюсы;
3) получившиеся системы второго порядка следует упорядочить по убыванию или возрастанию расстояний их полюсов до единичной окружности.
К этим трем рекомендациям добавил ещё три:
- если нежелательно, чтобы спектр мощности имел высокий всплеск в окрестности полюса, близкого к единичной окружности, нужно, чтобы звено с этим полюсом находилось ближе к началу фильтра;
- с другой стороны, если это звено будет находится близко к началу фильтра, то во избежание переполнения необходимо ставить масштабирующий множитель в начале фильтра, что может сильно уменьшить входной сигнал, а, следовательно, уменьшить отношение сигнал/шум на выходе фильтра, что нежелательно;
- учитывая последние 1) и 2) необходимо искать компромисс.

8.4 Примеры 

Пример 1.  
Передаточная функция цепи имеет вид
  
Требуется определить разрядность коэффициентов методом проб, если максимальная относительная погрешность АЧХ цепи не превышает значения 0.005 на любой частоте в диапазоне частот  
Решение.
1. Выбираем разрядность коэффициентов, например, .
2. Представляем коэффициенты цепи в двоичной системе для , применяя метод округления
,,,
,
3. Определяем округленные коэффициенты в десятичной системе счисления

,
4. Определяем комплексную частотную характеристику цепи, выразив в передаточной функции переменную  как  

5. Определяем АЧХ цепи с точными (неквантованными) коэффициентами на частотах , , , , , , 

   
   
   
   
   
   
   
6. Определяем АЧХ цепи с квантованными коэффициентами на частотах , , , , , , 
 
   
   
   
Ω=0.25   
   
   

7. Определяем относительную погрешность амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) цепи , , , , , , 

   
   
   
   
   
   
   
Максимальная относительная погрешность АЧХ равна 0.00565, что превышает допустимое значение 0.005, следовательно, разрядность коэффициентов необходимо увеличить на единицу (то есть необходимо взять ) и снова произвести расчет относительной погрешности АЧХ и убедиться, что для  относительная погрешность АЧХ не больше требуемой. 
Замечание: Если относительная погрешность АЧХ для первоначально выбранной разрядности окажется значительно меньше требуемой погрешности, то разрядность коэффициентов необходимо уменьшить и расчет относительной погрешности АЧХ произвести заново.

Пример 2.  
Передаточная функция цепи имеет вид

Требуется определить разрядность коэффициентов по вероятностной модели на основе функции чувствительности, если максимальная относительная погрешность АЧХ цепи не превышает значения 0.005 на любой частоте нуля или полюса передаточной функции.
Решение. 
1. Определяем чувствительность передаточной функции к коэффициентам , , ,  
 

 
 
Замечание: Чувствительность передаточной функции к коэффициенту  не определяем, поскольку при квантовании этого коэффициента ошибка не возникает.
2. Определяем полюсы передаточной функции  из уравнения

 
3. Определяем нули передаточной функции  из уравнения


4. Определяем частоты, соответствующие полюсам и нулям передаточной функции, используя соотношение между переменной  в Z-плоскости и переменной  в P-плоскости 
, откуда
 , 
, 
, 
 
где  – мнимые и реальные части полюсов и нулей передаточной функции,  – частота дискретизации.
5. Определяем нормированные частоты, соответствующие полюсам и нулям передаточной функции
,        ,       ,   
6. Определяем чувствительность передаточной функции к коэффициентам , , , 

 
 

7. Определяем значения модулей чувствительности на частотах, которые соответствуют полюсам и нулям передаточной функции
                              
 
 

                         
 


8. Рассчитываем квадратичное значение чувствительности на частотах, которые соответствуют полюсам и нулям передаточной функции и определяем частоту, на которой квадратичное значение чувствительности максимально


На частоте  значение чувствительности максимально и равно 
9. Определяем относительную погрешность АЧХ фильтра на частоте  максимального квадратичного значения чувствительности по формуле 
 
10. Зная требуемое значение на относительную погрешность АЧХ фильтра, определяем разрядность  коэффициентов фильтра по формуле (8.68)

Сравнивая разрядности коэффициентов, полученные методом проб и методом чувствительности, видим, что значения разрядностей равны друг другу.

Пример 3. 
На вход дискретной цепи подается сигнал в виде белого шума с равномерно распределенной амплитудой на отрезке [-1,1]. Передаточная функция

Необходимо определить масштабирующий множитель  при ограничении модуля входного сигнала и определить отношение мощности сигнала к мощности собственного шума на выходе цепи до введения и после введения масштабирующего множителя.
Решение. 
1. Определяем импульсную характеристику цепи и определяем модуль импульсной характеристики
, 

2. Определяем масштабирующий множитель по формуле 
		
3. Определяем дисперсию  (среднюю мощность) входного сигнала

4. Определяем дисперсию сигнала на выходе цепи без масштабирующего множителя

5. Определяем дисперсию сигнала на выходе цепи с масштабирующим множителем

6. Составляем шумовую модель цепи с масштабирующим множителем
[image: ]
7. Определяем дисперсию шума округления результата умножения на выходе цепи без масштабирующего множителя

8. Определяем дисперсию шума округления результата умножения на выходе цепи с масштабирующим множителем 

9.Определяем отношение мощности сигнала к мощности шума на выходе цепи до введения масштабирующего множителя

10. Определяем отношение мощности сигнала к мощности шума на выходе цепи после введения масштабирующего множителя

Видно, что введение масштабирующего множителя по ограничению модуля входного сигнала уменьшает отношение мощности сигнала к мощности шума на выходе цепи в 8.7 раза.

Пример 4.
 На вход дискретной цепи с передаточной функцией

подается сигнал в виде белого шума с равномерно распределенной амплитудой на отрезке [-1,1]. Необходимо определить масштабирующий множитель  при ограничении энергии входного сигнала и определить отношение мощности сигнала к мощности шума на выходе цепи до введения и после введения масштабирующего множителя.
Решение. 
1. Определяем импульсную характеристику цепи и определяем модуль импульсной характеристики


2. Определяем масштабирующий множитель по формуле 

Масштабирующий множитель при ограничении энергии входного сигнала можно принять равным единице. При этом отношение мощности сигнала к мощности шума на выходе цепи до введения и после введения масштабирующего множителя останется одним и тем же.


8.5 Вопросы для самоконтроля

1. Порядок определения разрядности коэффициентов фильтра по функции чувствительности.
2. Порядок определения разрядности коэффициентов фильтра по методу проб и ошибок.
3. Метод расчета разрядности коэффициентов фильтра по передаточной функции при заданной относительной погрешности АЧХ фильтра.
4. Влияние отношения сигнал/шум на входе фильтра и влияние динамического диапазона входного сигнала на расчет разрядности коэффициентов фильтра.
5.Метод масштабирования при ограничении максимума амплитуды входного сигнала.
6.  Методы упорядочения размещения звеньев при построении рекурсивных фильтров в каскадной форме.
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