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Введение
[bookmark: _GoBack]Вторая часть курса «Цифровая обработка сигналов» посвящен изучению методов проектирования цифровых фильтров, а также применению цифровых фильтров при адаптивной обработки сигналов.
Под проектированием цифровых фильтров в общем случае будем понимать выбор структурной схемы фильтра, определение коэффициентов фильтра, определение разрядности коэффициентов и разрядностей умножителей и сумматоров, которые обеспечивают выполнение требований, задаваемых на характеристики фильтра (передаточные, импульсные, частотные). Существует большое количество методов проектирования цифровых фильтров, которые можно разбить на два класса:
1.Прямые методы проектирования (применяются при проектировании БИХ и КИХ-фильтров):
а) оптимальные методы;
· метод минимизации среднеквадратической ошибки;
· метод минимизации модуля ошибки;
· метод равновеликих пульсаций и другие методы.
б) субоптимальные методы.
· метод взвешивания;
· метод частотной выборки.
2.Методы проектирования по аналоговому прототипу (применяются при проектировании БИХ - фильтров):
· метод инвариантности импульсной характеристики;
· метод численного интегрирования (метод Эйлера);
· метод билинейного Z – преобразования;
· метод обобщённого Z – преобразования;
· метод согласованного Z – преобразования;
· метод цифрового частотного преобразования (метод проектирования по цифровому прототипу фильтра нижних частот);
· метод подбора нулей и полюсов. 
Основным устройством обработки в адаптивной системе является цифровой фильтр, либо нерекурсивный фильтр (КИХ-фильтр), либо рекурсивный БИХ - фильтр. У всех этих фильтров имеется возможность изменять параметры – весовые коэффициенты. Наибольшее распространение при адаптивной обработке получил нерекурсивный фильтр (КИХ-фильтр), который в адаптивной обработке называют «линейным адаптивным сумматором».




1. Теория КИХ-фильтров

1.1 КИХ-фильтры с линейной фазой

При построении систем связи всегда стремятся к тому, чтобы сигнал передавался без искажения его формы. Рассмотрим условия безыскаженной передачи сигналов во временной и частотной областях. 
Во временной области условие безыскаженной передачи определяется соотношением

,                                        (1.1)

где  – коэффициент пропорциональности.


Это означает, что при безыскаженной передаче сигнала допустимы задержка сигнала на некоторое время  и пропорциональное в  раз изменение его значений на выходе по сравнению с его значениями на входе.
В частотной области комплексная частотная характеристика цепи, обладающей свойством безискаженной передачи, выражается формулой

.                                       (1.2)
Это означает, что АЧХ такой цепи должна быть частотно-независимой

,                                       (1.3)
ее ФЧХ должна быть линейной функцией частоты

,                                 (1.4)
а групповое время задержки постоянным

.                                 (1.5)
В общем случае условия безыскаженной передачи (1.3) и (1.4) могут быть выполнены лишь приблизительно, поскольку передаточные функции фильтров являются рациональными. Однако среди КИХ-фильтров существуют такие, для которых выполняется условие линейности ФЧХ (1.4), а потому и постоянство ГВЗ (1.5).
Определим требования к коэффициентам импульсной характеристики, обеспечивающие линейность фазы КИХ - фильтров.
Пусть имеется импульсная характеристика КИХ - фильтра [image: ], тогда передаточная функция имеет вид 
[image: ]    (1.6)
Преобразование Фурье импульсной характеристики имеет вид
	[image: ]	(1.7)
Функция [image: ] – периодическая функция с периодом в частотной области, равным [image: ], тогда
	[image: ] 	(1.8)
Рассматривая только действительные последовательности [image: ], получим дополнительные ограничения на функцию [image: ] 
	[image: ]	(1.9)
Знаки [image: ] необходимы, поскольку функция [image: ] на самом деле равна

	 	(1.10)

где  – действительная функция, принимающая положительные и отрицательные значения. Из уравнения (1.7) видно, что модуль преобразования Фурье является симметричной функцией, а фаза является антисимметричной функцией частоты, то есть
	[image: ], [image: ] 	(1.11)
	[image: ] 	(1.12)
Как правило, при проектировании КИХ-фильтров часто требуется и линейная фазовая характеристика. Требование линейности фазы является ещё одним ограничением: оно означает, что фазовая характеристика [image: ] должна иметь вид 
	[image: ], 	(1.13)
где [image: ] – постоянная фазовая задержка, выраженная через число интервалов дискретизации.
Рассмотрим условия, при которых импульсная характеристика фильтра обеспечивает строгую линейность ФЧХ.
Используя выражения (1.9) и (1.13), представим соотношение (1.6) в виде 
	[image: ] 	(1.14)
Приравнивая действительные и мнимые части, имеем
	[image: ] 	(1.15)
	[image: ] 	(1.16)
Избавимся от [image: ] , разделив (1.16) на (1.15).
	[image: ]	(1.17)
Есть два возможных метода решения уравнения (1.17): 
а) положим, что [image: ], тогда имеем
	[image: ] 	(1.18)
Решение уравнения (1.18)  единственное и соответствует [image: ] при [image: ] и [image: ], при [image: ], то есть импульсная характеристика фильтра состоит из единичного импульса. Это решение не представляет интерес;
б) представим уравнение (1.17) в виде
	[image: ],	(1.19)
Тогда
	[image: ]	(1.20)
или 
	[image: ]	(1.21)
Преобразуем произведение [image: ] в уравнении (1.21), имеем, имеем
	[image: ] 	(1.22)
Уравнение (1.22) имеет вид ряда Фурье, поэтому решение этого уравнения (если решение вообще существует) является единственным и должно удовлетворять условиям 
	[image: ]	(1.23)
	[image: ],  [image: ] 	(1.24)
Условие (1.23) означает, что для каждого N существует только одна фазовая задержка [image: ], при которой может достигаться строгая линейность фазовой характеристики фильтра (то есть групповое время задерживания (ГВЗ) величина постоянная: [image: ]). 

Условие (1.24) означает, что при заданном , удовлетворяющем условию (1.23), импульсная характеристика должна обладать вполне определённой симметрией.
Рассмотрим выполнение условий (1.23) и (1.24) для N – чётного и N – нечётного:
а) N – нечётное, тогда [image: ] – целое, задержка равна целому числу интервалов дискретизации;
б) N – чётное, тогда [image: ] – нецелое, задержка в фильтре равна нецелому числу интервалов дискретизации.
В обоих случаях импульсные характеристики симметричные относительно центра симметрии [image: ] и приведены на рисунке 1.1  для [image: ] и [image: ] 
[image: ]
а)                                              б)
Рисунок 1.1 – Импульсные характеристики а) для [image: ], б) для [image: ]



Согласно уравнению (1.13) (,  ) линейность фазовой характеристики требует, чтобы фильтр имел постоянные как групповую, так и фазовую задержки.
Если нужна только постоянная групповая задержка, то можно определить ещё один тип фильтра с линейной фазой (для [image: ] – нечётного), фазовая характеристика которого является кусочно-линейной функцией частоты 
	[image: ]	(1.25)
Выполнив преобразования, подобные преобразованиям (1.15) – (1.21), получим
	[image: ] 	(1.26)
Единственное решение уравнения (1.26) удовлетворяет следующим условиям
	[image: ]	(1.27)
	[image: ] 	(1.28)
	[image: ] 	(1.29)
Фильтры, удовлетворяющие условиям (1.27), (1.28), (1.29), создают задержку в [image: ] интервала дискретизации, но их импульсные характеристики, в отличие от предыдущего случая, антисимметричны относительно центра.
Импульсные характеристики, антисимметричные относительно центра антисимметрии для [image: ] и [image: ], для [image: ] и [image: ] приведены на рисунке 1.2.
[image: ]
а)                                                       б)
Рисунок 1.2 – Импульсные характеристики
а) для [image: ] и [image: ] б) [image: ] и [image: ]
Замечание: Необходимо отметить, что для нечетного [image: ] значение импульсной характеристики в данном случае, согласно (1.27) равно нулю при [image: ], то есть
	[image: ]	 (1.30)
Это свойство используется при создании дифференциаторов и преобразователей Гильберта.


1.1.1 КИХ-фильтры с линейной фазой вида 1

КИХ-фильтры с линейной фазой вида 1 – это фильтры, у которых [image: ] – нечётное, коэффициенты импульсной характеристики симметричные (симметричная импульсная характеристика) [image: ], [image: ], в общем случае [image: ], [image: ]. Симметрия наблюдается относительно коэффициента [image: ]. 
Эти фильтры называются симметричными КИХ-фильтрами с линейной фазой и нечётным [image: ]. 
Передаточная функция фильтра имеет вид 
	[image: ]	(1.31)
Заменив в уравнении (1.31) переменную [image: ] [image: ], получим частотную характеристику фильтра 
	[image: ]	(1.32)
Учтём, что [image: ] и что [image: ], заменим ([image: ]) на [image: ], тогда уравнение (1.32) примет вид 

   (1.33)
Подставим [image: ], тогда
	[image: ]	(1.34)
Обозначим [image: ], [image: ], [image: ][image: ], имеем формулу частотной характеристики в виде 
	[image: ]	(1.35)
Если обозначить [image: ], [image: ], [image: ], тогда получим формулу импульсной характеристики вида 
	[image: ]	(1.36)
На рисунке 1.3 приведена, в качестве примера, схема цифрового фильтра вида 1 для [image: ], имеющего импульсную характеристику 
[image: ](1.37)
[image: ][image: ]











Рисунок 1.3 – Импульсная характеристика фильтра вида 1, КИХ - фильтр вида 1 (N=5)

Частотные характеристики фильтра вида 1

Комплексная частотная характеристика равна
	[image: ] 	(1.38)
[image: ]
Рисунок 1.4 – График функции [image: ]
[image: ]
Рисунок 1.5 – График АЧХ [image: ] фильтра вида 1

[image: ]

Рисунок 1.6 – График ФЧХ (arg[image: ] ) КИХ-фильтра вида 1


График функции [image: ], АЧХ [image: ] и ФЧХ [image: ] представлены соответственно на рисунках 1.4, 1.5, 1.6. Функция [image: ]  симметрична относительно точки  (рис. 1.4), поэтому данная функция является четной.



Свойства КИХ-фильтра вида 1
1. [image: ] – чётная функция.
2. Импульсная характеристика симметрична, [image: ] – нечётное.
3. АЧХ [image: ] – чётная функция.
4. [image: ].
5. [image: ]
6. [image: ]– АЧХ на нулевой частоте и частоте [image: ] может быть равной нулю, а может быть и не равной нулю.
Поскольку [image: ], то фильтр вида 1 используется, как правило, при проектировании фильтров, у которых [image: ].На основе фильтр вида 1 проектируются цифровые фильтры нижних частот, режекторные и высокочастотные фильтры. 


1.1.2 КИХ-фильтры с линейной фазой вида 2

КИХ-фильтры с линейной фазой вида 2 имеют чётные [image: ] и симметричные коэффициенты импульсной характеристики [image: ] (симметричная импульсная характеристика). Симметрия импульсной характеристики наблюдается относительно сечения между коэффициентами [image: ] и [image: ].
Передаточная функция фильтра вида 2 равна 
[image: ] 	(1.39)
Проведя преобразования передаточной функции (1.39), аналогичные преобразованиям передаточной функции фильтра вида 1, получим частотную характеристику КИХ-фильтра вида 2 
	[image: ] 	(1.40)
Обозначим [image: ] получим 

[image: ], 	(1.41)

где 
	[image: ] 	(1.42)

Функция [image: ] может принимать как положительные, так и отрицательные значения.

Если обозначить [image: ] и [image: ], тогда 

	[image: ], 	(1.43)

Функция [image: ] при этом имеет вид 

	[image: ] 	(1.44)

На рис. 1.7 приведена (в качестве примера) схема цифрового фильтра вида 2 для [image: ], имеющего импульсную характеристику (рис.1.8)

	[image: ]	(1.45)
[image: ]
Рисунок 1.7 – КИХ-фильтр вида 2 ([image: ])
[image: ]
Рисунок 1.8 – Импульсная характеристика КИХ-фильтра вида 2

Частотные характеристики фильтра вида 2
Комплексная частотная характеристика равна 
	[image: ]	(1.46)
Или
	[image: ]	(1.47)
График функции [image: ], графики АЧХ [image: ] и ФЧХ [image: ] представлены соответственно на рисунках 1.9, 1.10, 1.11. 

[image: ]

Рисунок 1.9 – График функции [image: ]


[image: ]
Рисунок 1.10 – График АЧХ [image: ] КИХ-фильтра вида 2
[image: ]

Рисунок 1.11 – График ФЧХ [image: ] КИХ-фильтра  вида 2


Функция [image: ] антисимметрична относительно точки  (рис. 1.9), поэтому данная функция является нечетной.

Свойства КИХ-фильтра вида 2
1. [image: ] – нечётная функция.
2. Импульсная характеристика симметрична, [image: ] – чётное
3. АЧХ [image: ] – чётная функция.
4. [image: ].
5. [image: ]
6. [image: ]– АЧХ на нулевой частоте и частоте [image: ] равна нулю, но может быть и не равна нулю
На основе фильтра вида 2 возможна реализация низкочастотных и полосовых дискретных и цифровых фильтров.


1.1.3 КИХ-фильтры с линейной фазой вида 3

КИХ-фильтры с линейной фазой вида 3 имеют нечётные [image: ] и антисимметричные коэффициенты импульсной характеристики [image: ]. Импульсная характеристика антисимметрична относительно коэффициента [image: ]. Эти фильтры называются антисимметричными фильтрами с нечётным [image: ]. 
Передаточная функция фильтра вида 3 равна 
	[image: ]	(1.48)
Учтем, что [image: ], обозначим [image: ], запишем комплексную частотную характеристику КИХ-фильтра вида 3 
	[image: ]	 (1.49)
Обозначим [image: ], тогда, поскольку[image: ] (обусловлено антисимметрией), имеем 
	[image: ] 	(1.50)
Обозначим [image: ], тогда

	[image: ] 	(1.51)
Если обозначить [image: ], [image: ], тогда (1.51) имеет вид 
	[image: ] 	(1.52)
где [image: ]
	[image: ] 	(1.53)
На рис. 1.12 приведена (в качестве примера) схема цифрового фильтра вида 3 для [image: ], имеющего импульсную характеристику (рис.1.13)
[image: ](1.54)
 [image: ]
Рисунок 1.12 – КИХ - фильтр вида 3 (N=5)

[image: ]
Рисунок 1.13 – Импульсная характеристика КИХ-фильтра вида 3

Частотные характеристики фильтра вида 3
Комплексная частотная характеристика равна 
	[image: ], 	(1.55)
где 
	[image: ]	(1.56)

На рисунках 1.14, 1.15, 1.16 приведены качественно графики функции [image: ], графики АЧХ[image: ] и ФЧХ [image: ] 

[image: ]

Рисунок 1.14 – График функции [image: ]

[image: ]

Рисунок 1.15 – График АЧХ [image: ] КИХ-фильтра вида 3
[image: ]

Рисунок 1.16 – График ФЧХ [image: ] КИХ-фильтра вида 3

Свойства КИХ-фильтра вида 3
1. [image: ] – нечётная функция.
2. Импульсная характеристика антисимметрична, [image: ] – нечётное.
3. Амплитудно-частотная характеристика [image: ] – чётная функция.
4. Фазочастотная функция имеет вид 
[image: ].
5. [image: ]
6. [image: ]– АЧХ на нулевой частоте и частоте [image: ] равна нулю
Фильтр вида 3 используется, как правило, при проектировании фильтра, у которого [image: ] и [image: ]. На основе фильтра вида 3 можно спроектировать полосовые фильтры и преобразователи Гильберта.


1.1.4 КИХ-фильтры с линейной фазой вида 4 

КИХ – фильтры с линейной фазой вида 4 имеют чётные [image: ] и антисимметричные коэффициенты импульсной характеристики антисимметричные [image: ]. Импульсная характеристика антисимметрична относительно центра антисимметрии, находящегося между коэффициентами [image: ] и [image: ]. Эти фильтры называются антисимметричными фильтрами с чётным [image: ]. Передаточная функция фильтра вида 4 равна 
	[image: ]	(1.57)
Учтем, что [image: ], обозначим [image: ], получим комплексную частотную характеристику КИХ-фильтра вида 4 
[image: ]	
(1.58)
Сделаем замену [image: ], тогда 
	[image: ], 	(1.59)
где 
	[image: ] 	(1.60)

Ведем обозначение [image: ] тогда комплексную импульсную характеристику можно записать в следующем  виде
	[image: ] 	(1.61)

Пусть (в качестве примера) импульсная характеристика КИХ-фильтра вида 4 для [image: ]) равна
	[image: ] 	(1.62)
На рис. 1.17 приведена (в качестве примера) схема цифрового фильтра вида 4 для [image: ], имеющего импульсную характеристику (рис.1.18)

[image: ]       (1.63)
[image: ]
Рисунок 1.17 – КИХ - фильтр вида 4 ([image: ])

[image: ]
Рисунок 1.18 – Импульсная характеристика КИХ-фильтра вида 4

Частотные характеристики фильтра вида 4
	[image: ]	(1.64)
На рисунках 1.19, 1.20, 1.21 качественно приведены графики функции 
[image: ], графики амплитудно-частотной характеристики [image: ] и фазочастотной характеристики [image: ] КИХ-фильтра вида 4
[image: ]
Рисунок 1.19 – График функции [image: ]

[image: ]
Рисунок 1.20 – График АЧХ [image: ] КИХ – фильтра вида 4

[image: ]

Рисунок 1.21 – График ФЧХ [image: ] КИХ-фильтра вида 4
Свойства КИХ-фильтра вида 4
1. [image: ] – чётная функция.
2. Импульсная характеристика антисимметрична, [image: ] – чётное
3. Амплитудно-частотная характеристика [image: ] – чётная функция.
4. Фазочастотная функция имеет вид 
[image: ].
5. [image: ]
6. [image: ]– АЧХ на нулевой частоте и частоте [image: ] равна нулю
Фильтр вида 4 используется, как правило, при проектировании фильтра, у которого [image: ] и [image: ].На основе фильтра вида 4 можно спроектировать высокочастотные фильтры и преобразователи Гильберта.


1.1.5 Примеры

Пример 1. 

Импульсная характеристика фильтра вида 1 (симметричный цифровой фильтр с линейной фазой с нечетным количеством коэффициентов) имеет вид 
[image: ]           	            (1.65)
Найти комплексную частотную характеристику цифрового фильтра и построить график амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) фильтра.

Решение. 

1. Определяем передаточную функцию цифрового фильтра 

[image: ]    (1.66)
2. Определяем комплексную частотную характеристику

[image: ]  (1.67)

3. Определяем модуль комплексной частотной характеристики (АЧХ) фильтра
[image: ]	                            (1.68)
4. Изображаем график АЧХ фильтра (рис. 1.22)
[image: ] 
Рисунок 1.22 – График АЧХ КИХ-фильтра вида 1 (пример 1)

Из АЧХ видно, что фильтр вида 1 (симметричный цифровой фильтр с линейной фазой с нечетным количеством коэффициентов) может быть взят в качестве основы при проектировании цифровых фильтров нижних частот (цифровых ФНЧ).


Пример 2. 

Импульсная характеристика фильтра вида 1 (симметричный цифровой фильтр с линейной фазой с нечетным количеством коэффициентов) имеет вид 
[image: ]	                            (1.69)
Найти комплексную частотную характеристику цифрового фильтра и построить график амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) фильтра.

Решение. 

1. Определяем передаточную функцию цифрового фильтра 
2. 
[image: ]	(1.70)

2. Определяем комплексную частотную характеристику
[image: ]	(1.71)

3. Определяем модуль комплексной частотной характеристики (АЧХ) фильтра
[image: ] 	                            (1.72)

4. Изображаем график АЧХ фильтра (рис. 1.23)

[image: ]

Рисунок 1.23 – График АЧХ КИХ-фильтра вида 1 (пример 2)

Из АЧХ видно, что фильтр вида 1 (симметричный цифровой фильтр с линейной фазой с нечетным количеством коэффициентов) может быть взят в качестве основы при проектировании режекторных цифровых фильтров. 


 Пример 3. 

Импульсная характеристика фильтра вида 2 (симметричный цифровой фильтр с линейной фазой с четным количеством коэффициентов) имеет вид 

[image: ] 	                           (1.73)
Найти комплексную частотную характеристику цифрового фильтра и построить график амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) фильтра.

Решение. 

1. Определяем передаточную функцию цифрового фильтра 

[image: ]	(1.74)

2. Определяем комплексную частотную характеристику

[image: ]     (1.75)

3. Определяем модуль комплексную частотную характеристику (АЧХ) фильтра

[image: ]                     (1.76)

4. Изображаем график АЧХ фильтра (рис. 1.24)

[image: ]
Рисунок 1.24 – График АЧХ КИХ-фильтра вида 2 (пример 3)

Из АЧХ видно, что фильтр вида 2 (симметричный цифровой фильтр с линейной фазой с четным количеством коэффициентов) может быть взят в качестве основы при проектировании цифровых фильтров нижних частот. 



1.1.6 Вопросы для самоконтроля

1. В чем заключается преимущество КИХ-фильтров с линейной фазой?
2. Перечислите виды КИХ-фильтров с линейной фазой.
3. Перечислите свойства КИХ-фильтров каждого вида.
4. Как определить положение центра симметрии для симметричной импульсной характеристики?
5. Как определить положение центра антисимметрии для антисимметричной импульсной характеристики?
6. 
Как определить четность или нечетность функции ?
7. 
В чем заключается различие между функциями [image: ] и  ?



1.2 Проектирование КИХ-фильтров. 
Проектированию КИХ-фильтров уделяют больше внимание потому, что они обладают рядом положительных свойств:
1) легко создать фильтр с линейной фазой (линейной ФЧХ);
2) КИХ-фильтры всегда устойчивы;
3) легко минимизировать шумы округления, возникающие за счёт выполнения арифметических операции с конечной точностью.
Однако КИХ-фильтры, наряду с достоинствами, обладают и недостатками, из которых наиболее существенными являются:
1) для аппроксимации частотных характеристик с острыми срезами (мала переходная область) требуется импульсная характеристика с большим числом отчётов N;
2) задержка в КИХ-фильтрах с линейной фазой не всегда равно целому числу интервалов дискретизации.
Трудоёмкость задачи проектирования КИХ-фильтров существенно зависит от заданных требований на АЧХ и ФЧХ фильтра.
Если необходимо спроектировать КИХ-фильтр с линейной фазой (линейной ФЧХ), то задача проектирования сводится только к поиску функции, описывающей АЧХ фильтра, поскольку все КИХ-фильтры с симметричными и антисимметричными коэффициентами имеют линейную фазу.
Если требования заданы на АЧХ и ФЧХ и ФЧХ не является линейной, тогда задача проектирования становится более сложной. При её решении получают фильтры, которые называют минимально-фазовыми фильтрами. При проектировании КИХ-фильтров с линейной фазой решение ищут среди известных четырёх видов КИХ-фильтров с линейной фазой, а именно: КИХ-фильтров 1-го, 2-го, 3-го и 4-го видов.

Основные этапы проектирования КИХ-фильтров
Первый этап – это формулировка задачи аппроксимации, которая включает в себя:
а) выбор типа фильтра с линейной ФЧХ определенного вида (1-го, 2-го, 3-го или 4-го) зависит от цели проектирования и заданных требований;
б) определение действительной частотной характеристики [image: ], удовлетворяющей заданным требованиям;
в) выбор аппроксимирующей функции [image: ] которая аппроксимирует требуемую (действительную) характеристику [image: ] фильтра ;
Второй этап – это этап решения задачи аппроксимации, который включает в себя:
а) определение порядка фильтрa N;
б) определение коэффициентов фильтра в зависимости от выбранного вида фильтра;
в) проверка выполнения заданных требований к характеристикам рассчитанного фильтра.
Третий этап – расчет разрядности коэффициентов фильтра (разрядность регистров ПЗУ).
Четвертый этап – расчет разрядности регистров оперативной памяти (чтобы мощность собственных шумов фильтра была меньше, чем мощность шума на входе фильтра).
Пятый этап – схемная реализация фильтра, разработка математического обеспечения (разработка программ) и экспериментальная проверка фильтра.
Рассмотрим прямые субоптимальные методы проектирования КИХ-фильтров.


1.2.1 Проектирование КИХ- фильтров методом частотной выборки

Предположим, что комплексная частотная характеристика [image: ] фильтра задана для частот [image: ], что означает, что она определена и для всех частот [image: ]. Используя характеристику [image: ], находим дискретную [image: ]-точечную требуемую частотную характеристику [image: ] с равномерным расположением отсчетов 
[image: ] ,				(1.77)
где [image: ].
Импульсную характеристику фильтра можно определить, применив ОДПФ к дискретной [image: ]-точечной частотной характеристике
[image: ]				(1.78)
Зная импульсную характеристику, определяем передаточную функцию КИХ- фильтра 
[image: ] ,				(1.79)
Комплексная частотная характеристика спроектированного фильтра определяется по формуле вида 
[image: ]		(1.80)
Таким образом можно получить подходящую передаточную функцию и комплексную частотную характеристику КИХ-фильтра. Этот метод обеспечивает совпадение полученной и требуемой частотных характеристик в точках дискретизации
[image: ],	или	[image: ]	   (1.81)

1.2.1.1 Порядок проектирование КИХ-фильтров методом частотной выборки

Необходимо рассчитать цифровой фильтр нижних частот с линейной фазой методом частотной выборки. Максимальное отклонение АЧХ в полосе пропускания равно [image: ], а в полосе непропускания равно [image: ], полоса пропускания равна [image: ]рад/с, полоса непропускания равна [image: ]рад/с.
1. Задаем действительную (желаемую) частотную характеристику фильтра [image: ] (рисунок 1.25) 
[image: ]			(1.82)
[image: ]
Рисунок 1.25 – Действительная частотная характеристика фильтра нижних частот

2. Поскольку АЧХ [image: ] цифрового фильтра нижних частот на частоте [image: ] не равна нулю [image: ], а на частоте [image: ] равна нулю [image: ], то для аппроксимации заданной характеристики используем КИХ-фильтр вида 2 – симметричный фильтр с четным числом [image: ], с нечетной частотной характеристикой [image: ]. Пусть [image: ][image: ], представим в этом случае действительную (аппроксимируемую) функцию (рисунок 1.26). Так как в переходной области [image: ] требования на частотную характеристику не заданы, то их надо доопределить. Считаем, что в переходной области АЧХ равна нулю.
[image: ]
Рисунок 1.26 – Аппроксимируемая функция фильтра нижних частот [image: ]

3. Из заданной аппроксимируемой функции (рисунок 1.26) и из того , что набег фазы КИХ-фильтра вида 2 составляет [image: ] (или [image: ]) и фаза отсчетов частотной выборки равна 
[image: ]  	(1.83)
определяем равномерно расположенные отсчеты [image: ]. 
[image: ]	     (1.84)
[image: ]	(1.85)

4. По формуле ОДПФ определяем отсчеты импульсной характеристики
[image: ]	(1.86)

5. Зная импульсную характеристику, определяем передаточную функцию фильтра, используя Z-преобразование
[image: ]	(1.87)

6. По передаточной функции представляем схему фильтра (рисунок 1.27) [image: ]

[image: ]

Рисунок 1.27 – Схема цифрового нерекурсивного фильтра вида 2

7. Зная передаточную функцию, определяем частотную характеристику фильтра 
[image: ] (1.88)
Или, переходя к нормированной частоте, после преобразований, имеем
[image: ]	(1.89)
На рисунке 1.28 приведена частотная характеристика фильтра 
[image: ]		(1.90)

[image: ]
Рисунок 1.28 – Частотная характеристика цифрового фильтра нижних частот

Отклонения (пульсации) АЧХ реализованного цифрового ФНЧ от заданной АЧХ (рисунок 1.26) как в полосе пропускания, так и в полосе непропускания обусловлены разрывами АЧХ идеализированного фильтра на частоте среза полосы пропускания. Такие пульсации называют явлением Гиббса. С увеличением длительности импульсной характеристики (с увеличением N) пульсации становятся более частыми, амплитуды пульсаций на верхних и нижних частотах (по сравнению с частотой среза) уменьшаются, но амплитуды первых пульсаций справа и слева от частоты среза остаются неизменными. 
Наличие пульсаций может значительно исказить выходной сигнал при каскадной реализации цифровых КИХ-фильтров.
Пульсации можно значительно уменьшить, аппроксимируя переходную частотную область фильтра прямой (или оптимально выбранной) линией и увеличивая количество отсчетов.


1.2.1.2 Примеры

Пример 1 

     Необходимо рассчитать цифровой фильтр нижних частот с линейной фазой методом частотной выборки. Максимальное отклонение АЧХ в полосе пропускания равно [image: ], а в полосе непропускания равно [image: ], полоса пропускания равна [image: ]рад/с, полоса непропускания равна [image: ]рад/с.

Решение

1. Задаем действительную (желаемую) частотную характеристику фильтра [image: ] (рисунок 1.29) 
                                       [image: ]                        (1.91)
      









Рисунок 1.29 – Действительная частотная характеристика фильтра нижних частот

2. Поскольку АЧХ [image: ] цифрового фильтра нижних частот на частоте [image: ] не равна нулю [image: ], а на частоте [image: ] равна нулю [image: ], то для аппроксимации заданной характеристики используем КИХ-фильтр вида 2 – симметричный фильтр с четным числом [image: ], с нечетной частотной характеристикой [image: ]. Пусть [image: ][image: ], представим в этом случае действительную (аппроксимируемую) функцию (рисунок 1.30). Считаем, что в переходной области АЧХ убывает линейно.











Рисунок 1.30 – Аппроксимируемая функция фильтра нижних частот [image: ]

3. Из заданной характеристики , и из того, что набег фазы КИХ-фильтра вида 2 составляет [image: ] (или [image: ]), определяем равномерно расположенные отсчеты [image: ] и фазы отсчетов частотной выборки 
                      [image: ],  [image: ]                  (1.92)
                        [image: ]                 (1.93)
[image: ]                   (1.94)
4. По формуле ОДПФ определяем отсчеты импульсной характеристики
    [image: ](1.95)
5. Зная импульсную характеристику, определяем передаточную функцию фильтра, используя z-преобразование
[image: ](1.96)
6. Зная передаточную функцию, определяем частотную характеристику фильтра 
[image: ](1.97)
 
Или, переходя к нормированной частоте, после преобразований, имеем
[image: ]  (1.98)
                     
7. Определяем АЧХ фильтра и представляем ее график (рис. 1.31)
[image: ](1.99)









Рисунок 1.31 – Амплитудно-частотная характеристика цифрового фильтра нижних частот

8. Определяем ФЧХ фильтра

[image: ](1.100)


Пример 2. 

Необходимо рассчитать нерекурсивный фильтр верхних частот с линейной фазой методом частотной выборки, если полоса пропускания [image: ]кГц, а полоса непропускания [image: ] кГц.
 Действительная (аппроксимируемая) частотная характеристика имеет вид

[image: ]                  (1.101)
                
Решение. 

1. Выбираем частоту дискретизации [image: ].
2. Определяем действительную (аппроксимируемую) частотную характеристику с учетом частоты дискретизации
[image: ]        (1.102)

Или для нормированной частоты

[image: ] 		(1.103)










Рисунок 1.32 – Аппроксимируемая функция фильтра верхних частот [image: ]

Из графика действительного АЧХ [image: ] на рисунке 1.32 видно, что аппроксимирующая функция АЧХ должна соответствовать  КИХ-фильтру с антисимметричной характеристикой с четным числом N (КИХ-фильтру вида 4).
3. Выбираем [image: ] и определяем частоты выборки
[image: ]		 (1.104)
или 
[image: ]		(1.105)
и обозначаем эти частоты на графике требуемого АЧХ в виде точек.

4. Записываем фазочастотную характеристику КИХ-фильтра вида 4 для [image: ]
[image: ]	(1.106)

5.Определяем комплексные значения отсчетов выборки

 [image: ](1.107)

6. По формуле ОДПФ определяем отсчеты импульсной характеристики
[image: ]	(1.108)

7. Зная коэффициенты нерекурсивного фильтра, которые соответствуют отсчетам импульсной характеристики, записываем передаточную функцию фильтра
[image: ]   (1.109)

8. Зная передаточную функцию фильтра, определяем частотную характеристику 

[image: ] (1.110)

9. Определяем АЧХ и ФЧХ фильтра и представляем их графики, и определяем отклонение аппроксимирующей АЧХ от аппроксимируемой АЧХ на соответствие заданным требованиям

[image: ](1.111)
[image: ](1.112)


	1.2.2 Проектирование КИХ-фильтров методом взвешивания

Идея метода очень проста и заключается в следующем. Задаются желаемой комплексной передаточной функцией фильтра в виде непрерывной функции, определенной в диапазоне частот от нуля до частоты Найквиста (если синтезируется вещественный фильтр) или до частоты дискретизации (если проектируется комплексный фильтр). Обратное преобразование Фурье этой функции, вычисленное с учетом ее периодичности с периодом [image: ], даст бесконечную в обе стороны последовательность импульсной характеристики. Для получения, проектируемого КИХ-фильтра, эта последовательность усекается. Простое усечение последовательности отсчетов импульсной характеристики соответствует использованию прямоугольного окна вида 
                           [image: ]                                  (1.113)
Из-за усечения частотная характеристика искажается. Это приводит к искажению АЧХ. Эти искажения связаны с явлением Гиббса, из которого следует, что усечение бесконечного ряда вызывает выбросы и колебания требуемой частотной характеристики до и после любой точки разрыва. Значение этих выбросов и колебаний не уменьшается вблизи частоты среза с увеличением длины последовательности. Поскольку частотная характеристика [image: ] любого цифрового фильтра представляет собой периодическую функцию частоты [image: ], то она может быть разложена в ряд Фурье
                       [image: ]                                          (1.114)
                         [image: ]                                   (1.115)
При подстановке в (1.114) конечной импульсной характеристики [image: ], аппроксимирующая функция [image: ] не обеспечит хорошей аппроксимации заданной АЧХ. Чтобы достичь хорошей аппроксимации заданной АЧХ, надо изменить значения коэффициентов усеченной импульсной характеристики с помощью конечной весовой последовательностью [image: ], которая называется окном. Эта процедура называется «взвешиванием». Таким образом, взве6шенная импульсная характеристика [image: ] равна
                                  [image: ]                                        (1.116)
где [image: ]– последовательность конечной длины. 
Разработаны различные виды окон для взвешивания значений коэффициентов импульсной характеристики. 
Метод проектирования КИХ-фильтра с применением окон называется методом взвешивания.
Окна, применяемые при проектировании КИХ- фильтров
Окно Бартлетта или треугольное окно 
[image: ]   , 		(1.117)
где N-четное.
Окно Ханна (окно Хеннинга)
[image: ]	(1.118)
Окно Хемминга 
[image: ]	(1.119)
Окно Блэкмана
[image: ]	(1.120)
Окно Кайзера
[image: ] , 	(1.121)

где [image: ] – модифицированная функция Бесселя нулевого порядка первого рода, [image: ] – параметр формы окна, [image: ].
Замечание 1. Кайзер эмпирическим путем установил, что параметр [image: ], необходимый для достижения заданного затухания [image: ] в полосе непропускания,  может быть определен по следующей формуле
[image: ](1.122)
При [image: ]имеем прямоугольное окно, для которого [image: ].
Кроме того, Кайзер нашел, что для обеспечения требуемого затухания [image: ] при заданной полосе пропускания [image: ] длительность N импульсной характеристики можно определить по формуле
                                          [image: ]                                             (1.123)
Формула (1.123) определяет значение N с точностью 2 для широкого диапазона [image: ] и [image: ]. Применение формул (1.122) и (1.123) провести проектирование фильтра практически без итераций, при этом фильтр получается самым оптимальным из всех возможных для метода взвешивания.

Замечание 2. Кроме рассмотренных окон, имеется много других окон.

Имеется два подхода к проектированию КИХ-фильтра методом взвешивания:
а) взвешивают импульсную характеристику, найденную методом частотной выборки; 
б) взвешивают импульсную характеристику, найденную обратным преобразованием Фурье заданной (действительной) комплексной передаточной функции. Коротко рассмотрим оба подхода.
  
1.2.2.1 Проектирование КИХ-фильтров методом взвешивания импульсной характеристики, найденную методом частотной выборки

Необходимо рассчитать фильтр нижних частот с линейной фазой. Максимальное отклонение АЧХ в полосе пропускания равно [image: ], а в полосе непропускания равно [image: ], полоса пропускания равна [image: ], полоса непропускания равна [image: ].

1.По заданной действительной частотной характеристике [image: ] методом частотной выборки определяем:
а. Вид фильтра, число отсчетов N и значения отсчетов ДПФ [image: ] импульсной характеристики (1.85)
[image: ]		(1.124)
б. Определяем отсчеты импульсной характеристики по формуле ОДПФ
[image: ]  (1.125)
в. Зная импульсную характеристику, определяем передаточную функцию фильтра [image: ].
г. Зная передаточную функцию фильтра [image: ], определяем частотную характеристику фильтра [image: ].
д. Определяем отклонение АЧХ [image: ] от заданной АЧХ [image: ] и оцениваем погрешность аппроксимации заданной частотной характеристики в полосах пропускания и непропускания. Если погрешность аппроксимации больше допустимой , например, из-за явления Гиббса, тогда переходим к пункту 2.

2.Выбираем сглаживающее окно (весовую функцию), например, окно Хемминга
[image: ]		(1.126)

Для [image: ] отсчеты весовой функции равны

[image: ]	(1.127)

3. Определяем взвешенную импульсную характеристику [image: ]   
[image: ]				(1.128) 
 Для [image: ]отсчеты взвешенной импульсной  характеристики [image: ]  
равны 
 [image: ](1.129)

4. Зная взвешенную импульсную  характеристику [image: ], определяем передаточную функцию  фильтра
[image: ]				(1.130) 
5. Определяем нормированную комплексную частотную характеристику фильтра
[image: ](1.131)
На рисунке 1.33 приведены графики частотных характеристик фильтра для взвешенной и не взвешенной импульсных характеристик в соответствии с расчетными данными, приведенными в таблице 1.1.
Таблица1.1 – Данные для построения частотных характеристик фильтра
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[image: ]

Рисунок 1.33 – Частотные характеристики   цифрового ФНЧ
           для невзвешенной        и взвешенной         импульсных характеристик


1.2.2.2 Проектирование КИХ-фильтров методом взвешивания импульсной характеристики, найденной обратным преобразованием Фурье заданной (действительной) комплексной передаточной функции

Необходимо рассчитать фильтр нижних частот с линейной фазой. Максимальное ослабление АЧХ в полосе пропускания равно [image: ], а в полосе непропускания [image: ], полоса пропускания [image: ], полоса непропускания равна [image: ].
1.Определяем частоту среза
                                                [image: ]                                         (1.132)
2. Используя предложенную Кайзером формулу, определяем количество отсчетов импульсной характеристики фильтра

                                      [image: ]        (1.133)
Принимаем [image: ]

3.Задаем комплексную частотную характеристику фильтра [image: ] нижних частот с линейной фазой 
                      [image: ]     ,                             (1.134)
где    [image: ] - текущая цифровая частота  
4. Определяем импульсную характеристику [image: ] , исходя из заданной комплексной частотной характеристики фильтра [image: ], используя обратное преобразование Фурье
[image: ]  (1.135)

Отсчеты импульсной характеристики представлены в таблице 1.2.

Таблица 1.2 – Отсчеты импульсной характеристики
	[image: ]
	0
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	[image: ]
	0.05
	-0.019
	-0.091
	-0.025
	0.193
	0.394
	0.394
	0.193
	-0.025
	-0.091
	-0.019
	0.05



5. Выбираем сглаживающее окно (весовую функцию), например, окно Хемминга
                  [image: ]               (1.136)
Для [image: ] отсчеты весовой функции равны

[image: ] (1.137)
6. Определяем взвешенную импульсную характеристику [image: ]   
                                     [image: ]            		                 (1.138)              
 Для [image: ]отсчеты взвешенной импульсной  характеристики [image: ]  
равны  [image: ](1.139)
7. Зная взвешенную импульсную характеристику [image: ] , определяем передаточную функцию  фильтра
                                     [image: ]    			         (1.140)                            
8. Определяем нормированную комплексную частотную характеристику фильтра
[image: ]  (1.141)
9. Определяем АЧХ и ФЧХ фильтра представляем 
[image: ](1.142)


(1.143)


	1.2.2.3 Примеры

Пример 1

 Необходимо рассчитать нерекурсивный фильтр верхних частот с линейной фазой  методом взвешивания и построить график АЧХ фильтра без взвешивания и со взвешиванием с помощью окна Хемминга импульсной характеристики, если полоса пропускания [image: ] кГц, полоса непропускания [image: ]кГц, [image: ]. Максимальное отклонение АЧХ в полосах пропускания  и непропускания равно [image: ].

 Действительная (аппроксимируемая) частотная характеристика имеет вид 
                                        [image: ]                 (1.144) 
Решение. 

1. Рассчитываем фильтр методом частотной выборки и записываем отсчеты невзвешенной импульсной характеристики (1.108)
[image: ](1.145)
2. Определяем невзвешенную частотную характеристику фильтра
[image: ](1.146)
3. Определяем невзвешенную частотную характеристику фильтра (без учета линейной фазы)
     [image: ](1.147)
Или для нормированной частоты
[image: ] (1.148)
4. Определяем значения невзвешенной характеристики для различных частот и строим график 

Таблица 1.3 – Данные для построения невзвешенной частотной характеристики фильтра
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[image: ]
 Рисунок 1.34 – Невзвешенная частотная характеристика     

4.  Для[image: ] определяем отсчеты окна Хемминга     
              [image: ]	(1.149)
5. Определяем отсчеты   взвешенной импульсной характеристики
[image: ]	(1.150)

6. Определяем взвешенную частотную характеристику фильтра

[image: ](1.151)
7. Определяем взвешенную частотную характеристику фильтра (без учета линейной фазы)   
[image: ](1.152)
Или для нормированной частоты
[image: ](1.153)
8. Определяем значения характеристики для различных частот и строим график
(для взвешенной        и не взвешенной      импульсных характеристик) (рисунок 1.35).
Таблица 1. 4 – Данные для построения взвешенной частотной характеристики фильтра
	 [image: ]
	0
	0.11
	0.263
	0.37
	0.739
	0.9
	0.979
	1.005
	0.99

	     
	0
	0.0625
	0.125
	0.1875
	0.25
	0.3125
	0.375
	0.4325
	0.5

	   f, кГц
	0
	50
	100
	150
	200
	250
	300
	350
	400



[image: ]
Рисунок 1.35 – Частотные характеристики  
           для невзвешенной        и взвешенной         импульсных характеристик

Из графиков видно, что погрешность частотной характеристики намного превышает заданное значение как в полосе пропускания, так и в полосе непропускания, поэтому порядок фильтра необходимо увеличить и снова произвести расчет фильтра.

1.2.3. Вопросы для самоконтроля

1. Назовите достоинства и недостатки КИХ-фильтров.
2. Существует ли аналоговый прототип для КИХ-фильтра?
3. Что такое «окно»? Привести примеры «окон».
4. Перечислите этапы синтеза КИХ – фильтра с использованием метода взвешивания.
5. 
Формирование функции  по требованиям к фильтру.
6. Применение ДПФ при проектировании КИХ – фильтра.
7. В чем заключается явление Гиббса?
2. 
БИХ-фильтры и методы их проектирования

При проектировании БИХ-фильтров применяются различные методы. Одни методы относятся к классу прямых методов, другие – к методам преобразования аналоговых фильтров в цифровые фильтры. Методы расчёта зависят и от назначения фильтра, и от выбранного критерия приближения (среднеквадратического или минимаксного). 
Рассмотрим методы проектирования БИХ-фильтра по аналоговому прототипу.  
 Известно, что передаточная функция рекурсивного фильтра имеет вид

                             (2.1)
Если в передаточной функции H(z) (2.1) БИХ-фильтра формально заменить z на p, то получим передаточную функцию аналогового фильтра 

                                                                                         (2.2)
 Сходство передаточных функций цифровых и аналоговых фильтров приводит к поиску методов перехода из р-области в z-область, предварительно рассчитав фильтр в р-области. Конечно, полученный после перехода БИХ-фильтр не может быть полностью идентичен аналоговому по своим характеристикам, даже хотя бы потому, что частотные характеристики дискретного фильтра являются периодическими. Можно говорить только об определённом соответствии характеристик аналогового и дискретного фильтров. Реализация такого подхода требует разработки простых алгоритмов, которые обеспечивают переход от расчёта аналоговых фильтров к расчёту цифровых. Это означает, что расчёт цифровых БИХ-фильтров по аналоговому прототипу состоит из следующих больших этапов:

Этап 1. Требования на цифровой фильтр переводят в требования на аналоговый фильтр-прототип нижних частот и определяют передаточную функцию  аналогового фильтра нижних частот, которая удовлетворяет заданным требованиям.
Этап 2. Аналоговый фильтр-прототип нижних частот с помощью преобразования (преобразований) переводят в цифровой фильтр, удовлетворяющий заданным требованиям.  Выполняемые преобразования зависят от применяемого метода (метод инвариантности импульсной характеристики, метод билинейного z-преобразования, метод обобщенного билинейного z-преобразования).
Замечание 1. Такой подход наиболее целесообразен при проектировании фильтров с типовыми характеристиками, таких как ФНЧ, ПФ, РФ, ФВЧ, для которых имеется хорошо разработанный аппарат аналоговой фильтрации.
 Замечание 2. Чтобы свойства цифровых фильтров, включая частотные характеристики, соответствовали свойствам рассчитанного на этапе 1 аналогового фильтра-прототип, процедура перехода на этапе 3 должна удовлетворять следующим условиям.

Условие 1. Мнимая ось р плоскости ( для -) должна отображаться в единичную окружность в z-плоскости.
Это условие имеет вид

                                                 (2.3)
и необходимо для сохранения частотных характеристик аналоговых фильтров.


Условие 2. Левая половина р-плоскости () должна отображаться в часть z-плоскости внутри единичного круга ()

                                                                             (2.4)
Условие (2.4) необходимо для сохранения свойств устойчивости аналоговых фильтров. Другими словами, процедура перехода должна переводит устойчивые аналоговые фильтры в устойчивые цифровые фильтры.

2.1 Проектирование БИХ-фильтров методом инвариантности импульсной характеристики



Идея метода заключается в том, что по известной импульсной характеристике аналогового фильтра определяется импульсная характеристика цифрового фильтра . При этом представляет собой выборки импульсной характеристики 

                                                                                                   (2.5)
Покажем, как можно реализовать выражение (2.5). Пусть известна операторная передаточная функция аналогового фильтра 

                                                                                        (2.6)




Разложим  функцию    на простые дроби,  полагая, что , , , а все полюсы различные

		                                                                         (2.7)






Кроме того, для каждого ,   представляет собой -ый полюс аналогового фильтра, а  – вычет функции в полюсе .


   Импульсную характеристику аналогового фильтра получим, применив обратные преобразования Лапласа к операторной передаточной функции  (2.7)

                                             ,                                             (2.8)

где  – единичная  ступенчатая функция. Подставляем функцию h(t) в формулу (2.5), тогда   
 

                                         ,                           (2.9)

где  – единичная ступенчатая последовательность.


Зная , определяем передаточную функцию дискретного фильтра 

(2.10)
Сравнивая (2.10) и (2.6), получаем формулу перехода от аналоговых фильтров к цифровым для метода инвариантности импульсной характеристики

                                     ,                                  (2.11)


где  – полюс цифрового фильтра, соответствующий полюсу   аналогового фильтра.


Поскольку импульсная характеристика цифрового фильтра получена в результате  дискретизации импульсной характеристики аналогового фильтра , то частотная характеристика цифрового фильтра представляет собой периодическую повторяющуюся частотную характеристику аналогового фильтра, поэтому 

                                   ,                                   (2.12)

где 
Или

                                                                    (2.13)

Поскольку импульсная характеристика аналогового фильтра ограничена, то происходит наложение частотных характеристик, причем, чем меньше , тем меньше эффект наложения.



Подставим в уравнение вместо  частоту , получим 

                                                                       (2.14)
Или

                                               (2.15)



Замечание 1. При очень высокой скорости дискретизации величина становится очень большой и цифровой фильтр будет обладать большим усилением, что может привести к многим нежелательным эффектам (например, к переполнению регистров памяти). Чтобы избежать этих эффектов передаточную функцию цифрового фильтра, полученного на основе метода инвариантности импульсной характеристики умножают на нормирующий множитель , который понижает уровень усиления цифрового фильтра до значения усиления аналогового фильтра.

Замечание 2. Из-за эффекта наложения метод инвариантности импульсной характеристики применим только для фильтров с существенно ограниченной аналоговой частотной характеристикой, которая удовлетворяет условию 

                                           ,                                      (2.16)                       
то есть в случаях фильтров нижних частот и полосовых фильтров.

Метод инвариантности импульсной характеристики применяется при проектировании узкополосных низкочастотных и полосовых БИХ-фильтров  

2.1.1 Порядок проектирования цифровых фильтров на основе метода
инвариантности импульсной характеристики

Проектирование фильтра на основе инвариантности импульсной характеристики состоит из следующих этапов:
1. Требования на цифровые фильтры (фильтры нижних частот, полосовые фильтры) переводятся в требования аналогового фильтра-прототипа нижних частот.
2. Производится расчет аналогового фильтра-прототипа нижних частот и определяется передаточная функция фильтра.                                                  
3. Осуществляется аналоговое частотное преобразование для перехода от аналогового фильтра-прототипа нижних частот к соответствующему аналоговому фильтру (ФНЧ, ПФ) и определяется передаточная функция соответствующего фильтра (ФНЧ, ПФ).
4. Применяется процедура перехода от соответствующего аналогового фильтра в соответствующий цифровой фильтр.

Рассмотрим порядок проектирования подробнее:

1.Требования на цифровой фильтр преобразовываем в требования аналогового фильтра, используя формулу 

                                                                                                             (2.17)

2. Определяем передаточную функцию  аналогового фильтра, удовлетворяющую заданным требованиям, используя методы  проектирования аналоговых фильтров.

3. Определяем импульсную характеристику аналогового фильтра по формуле

                                                                                (2.18)
Замечание 1. Для вычисления интеграла (2.18) можно использовать метод вычетов, но можно использовать метод разложения подынтегральной функции на простые дроби.


4. Определяем импульсную характеристику цифрового фильтра по формуле

                                                                                               (2.19)

5. Определяем передаточную функцию  цифрового фильтра

                                                                                              (2.20)
6. Определяем АЧХ цифрового фильтра

                                                                       (2.21)
7. Проверяем выполнение заданных требований к характеристикам рассчитанного фильтра без учета эффектов квантования.
Замечание. Если решение не будет соответствовать заданным требованиям, тогда необходимо увеличить порядок фильтр и пункты 1 – 7 повторить.


8. Производим расчет разрядности коэффициентов фильтра (разрядность регистров ПЗУ), исходя из требований: максимальное отклонение АЧХ в полосе пропускания равно , а в полосе непропускания равно  .
9. Производим расчет разрядности регистров оперативной памяти, исходя из требования, чтобы оценка суммарной ошибки выходного сигнала фильтра была не больше заданного значения Dвыхок.  и чтобы мощность собственных шумов фильтра была меньше, чем мощность шума на входе фильтра.
10. Производим схемную реализацию фильтра и проводим экспериментальные исследования характеристик фильтра.
2.1.2 Примеры

Пример 1. 

Нормированная передаточная функция аналогового фильтра имеет вид 

                                             				 (2.22)

 Требуется найти передаточную функцию соответствующего цифрового фильтра, используя метод инвариантности импульсной характеристики.

Решение.  


1. Определяем полюсы передаточной функции аналогового фильтра  из уравнения 

                                           				(2.23)

Полюсы равны: 

2. Разлагаем передаточная функция  аналогового фильтра на простые дроби 

                                     				(2.24)

3. Переходим к передаточной функции  соответствующего цифрового фильтра

 (2.25)


Пример 2. 

Используя метод инвариантности импульсной характеристики, необходимо найти передаточную функцию цифрового фильтра нижних частот, удовлетворяющего следующим требованиям:

а) частота среза по уровню 3дБ составляет 0.2 рад;

б) ослабление в полосе непропускания (0.5   рад) больше 30дБ;

в) амплитудно-частотная характеристика имеет монотонно спадающий вид для  рад;

г) интервал дискретизации  мкс.

Решение

1. Переводим требования на цифровой фильтр в требования на соответствующий аналоговый фильтр-прототип нижних частот:

а) частота среза по уровню 3дБ составляет 

                                        ; 				(2.26)

нормированная частота границы полосы пропускания :

					(2.27)


б)  согласно исходным данным граница полосы непропускания , тогда частота границы полосы непропускания для ослабления;

рад/с;			(2.28)

нормированная частота границы полосы непропускания :

				(2.29)

в) поскольку АЧХ имеет монотонно спадающий вид для  рад, то выбираем аналоговый ФНЧ с характеристикой Баттерворта.

2. Определяем порядок фильтра Баттерворта по формуле 


                                   	       (2.30)

Выбираем .
3. Определяем нормированные полюсы передаточной функции четвертого порядка фильтра нижних частот с характеристикой Баттерворта по формуле 

                                       (2.31)
4. Выбираем полюсы, лежащие в левой полуплоскости р-плоскости

                                                                                (2.32)
5. Записываем нормированную передаточную функцию фильтра нижних частот с характеристикой Баттерворта четвертого порядка

(2.33)
 6. Определяем денормированную передаточную функцию аналогового фильтра нижних частот фильтра с характеристикой Баттерворта

         (2.34)

7.Определяем полюсы денормированной передаточной функции  аналогового фильтра   

                          		    (2.35)

8. Представляем денормированную передаточную функцию аналогового фильтра в виде  суммы функций вида  

  (2.36)


9. Используя формулу перехода от аналоговых фильтров к цифровым , находим передаточную функцию цифрового фильтра методом инвариантности импульсной характеристики


   (2.37)






10. Определяем комплексную частотную характеристику цифрового фильтра Поскольку частота среза аналогового фильтра нижних частот равна , а требуемое затухание 30дБ наступает на частоте , то   аналоговый фильтр эффективно ограничивает  на частоте  и частота Найквиста  Сравнивая частоту Найквиста  с заданной частотой  дискретизации  , становится ясно, что эффект наложения не проявляется, поэтому частотную характеристику цифрового фильтра определяем по формуле (2.13)

                                     , 			 (2.38)


где  и 
Из приведенного уравнения видно, что амплитудно-частотная характеристика цифрового фильтра подобна АЧХ соответствующего аналогового фильтра.




Замечание. Усиление цифрового фильтра на нулевой цифровой частоте  равно , а усиление аналогового фильтра на нулевой аналоговой частоте  равно единице. Для исключения усиления цифрового фильтра на последнем этапе расчета полагают, что передаточная функция цифрового фильтра равна

(2.39)
  
11. Представим график квадрата АЧХ цифрового фильтра (рисунок 2.1)







Рисунок 2.1 – График квадрата АЧХ цифрового фильтра

2.2 Проектирование БИХ-фильтров методом билинейного z-преобразования
 
Одним из распространённых способов проектирования БИХ-фильтров на основе известного расчёта аналоговых фильтров является метод билинейного z-преобразования, которое представляет собой конформное отображение точек р-плоскости в точки z-плоскости так, что дробно-рациональная функция переменной р переходит в дробно-рациональную функцию переменной z. Для этого необходимо, чтобы переменная р представляла собой дробно-рациональную функцию переменной z вида.
                                            [image: ]          	                    (2.40)           
Обратное соотношение
                                             [image: ]     		                  (2.41)                  
                                                     [image: ]                			   (2.42)                             
процедура перехода на основе билинейного преобразования производится заменой [image: ],
[image: ]		(2.43)
мнимая ось р-плоскости отображается в единичную окружность [image: ] в z-плоскости. 
Данное преобразование является однозначной функцией: каждой точке в z-плоскости соответствует только одна точка в р-плоскости и наоборот. Из этого следует, что отсутствует эффект наложения спектров при билинейной процедуре отображения. Установим соотношение частот при билинейном преобразовании. Положим [image: ] и найдем изображение этой  z  точки в р-плоскости
                [image: ]       (2.44)    
Из сравнения вещественных и мнимых частей уравнения видно, что
                                                          [image: ]                            	                       (2.45)
                                                    [image: ]                                                    (2.46)
Соотношение  между цифровой частотной переменной  и аналоговой частотной переменной  взаимно обратные. Эти соотношения в виде графика показаны (качественно) на рисунке 2.2.
[image: ]
                       Рисунок 2.2 – График зависимости переменной  от 
   При заданном интервале дискретизации Т кривая  как функция от  будет фиксированной. Если имеются частотные характеристики (АЧХ и ФЧХ) аналогового фильтра ([image: ] и [image: ]), то соотношение можно использовать для получения частотной характеристики цифрового фильтра.
[image: ]                                   (2.47)
                                            [image: ]			(2.48)
      Уравнения позволяют по заданным частотным характеристикам аналогового фильтра графически построить частотные характеристики цифрового фильтра на основе счетверенных диаграмм.
Замечание 1. При билинейном  z-преобразовании положение полюсов [image: ] цифрового фильтра определяется из расположения полюсов [image: ] аналогового фильтра.
Замечание 2. Если передаточная функция  [image: ] аналогового фильтра задана в виде простых дробей
                                           [image: ]  ,                                         (2.49)
 где [image: ] и  [image: ] -соответственно вычеты и полюсы передаточной функции  [image: ] аналогового фильтра,  то соответствующий цифровой фильтр, полученный на основе  z-преобразования будет иметь вид 
[image: ]                                       (2.50)
Замечание3. Число нулей аналогового фильтра может отличаться от числа нулей цифрового фильтра 

2.2.1 Порядок проектирования БИХ-фильтра методом билинейного z-преобразования

1. Требования на цифровые фильтры (фильтры нижних частот, верхних частот, полосовые и режекторные фильтры) переводятся в требования аналогового фильтра-прототипа нижних частот.
2. Производится расчет аналогового фильтра-прототипа нижних частот и определяется передаточная функция фильтра.                                                  
3. Осуществляется аналоговое частотное преобразование для перехода от аналогового фильтра-прототипа нижних частот к соответствующему аналоговому фильтру (ФВЧ, ПФ, РФ) и определяется передаточная функция соответствующего фильтра (ФВЧ, ПФ, РФ).
4. Применяется процедура перехода от соответствующего аналогового фильтра в соответствующий цифровой фильтр.

Постановка задачи проектирования БИХ-фильтра нижних частот. 

Цифровой фильтр должен удовлетворять следующим требованиям:
à) частота среза [image: ] по уровню 3дБ равна 0.5π рад.;
б) неравномерность АЧХ в полосе пропускания не более 0.1дБ для 
   0 < θ < 0,295π;
в) ослабление [image: ] не менее 30 дБ для  0.75π < θ < π;
г) АЧХ- монотонно спадающая;
д) интервал дискретизации T = 100 мкс;
е) оценка суммарной ошибки выходного сигнала фильтра должна быть не больше заданного значения Dвыхок;
ж) мощность собственных шумов фильтра должна быть меньше, чем мощность шума на входе фильтра.

 Порядок проектирования.

1. Поскольку АЧХ – монотонно спадающая функция, то выбираем аналоговый ФНЧ-прототип с характеристикой Баттерворта.

2. Переводим заданные требования на цифровой фильтр в требования на аналоговый фильтр:
а)  определяем частоту среза [image: ] по формуле 

                 [image: ];                           (2.52)  
б) определяем диапазон частот полосы пропускания, в котором затухание не более 0.1дБ, из соотношения 
                              [image: ];                                  (2.53)
в) определяем диапазон частот полосы непропускания, в котором затухание не менее 30 дБ из соотношения
                                [image: ],                                            (2.54)
откуда [image: ].
3. По найденным требованиям на аналоговый фильтр проектируем аналоговый ФНЧ-прототип с характеристикой Баттерворта:
а) записываем выражение квадрата АЧХ для ФНЧ с характеристикой Баттерворта   
                                          [image: ]                                       (2.55)
б) определяем порядок n фильтра, исходя из требования неравномерности АЧХ не более 0.1 дБ в диапазоне частот [image: ], используя формулу
                                             [image: ]                                      (2.56)
или                             [image: ],                           (2.57)               
откуда [image: ];
в) определяем порядок фильтра, исходя из требования затухания в полосе непропускания (Арmin =30дБ), используя формулу
                                       [image: ]                                       (2.58)
или                         [image: ],                                    (2.59)
откуда [image: ];
г) выбираем  порядок фильтра ФНЧ  [image: ];
д) определяем нормированные полюсы передаточной функции для [image: ]         
                  [image: ]     (2.60)
е) выбираем полюсы, лежащие в левой полуплоскости р-плоскости
                                      [image: ]                                        (2.61)
ж) записываем нормированную передаточную функцию фильтра Баттерворта четвертого порядка
 [image: ] (2.62)
з) определяем передаточную функцию аналогового фильтра нижних частот (ФНЧ) для ненормированной комплексной переменной р
 [image: ]      (2.63)
4. Зная передаточную функцию [image: ] ФНЧ, определяем передаточную функцию [image: ] цифрового фильтра 
                                      [image: ]                                                 (2.64)
5. Определяем частотную характеристику цифрового фильтра
                                  [image: ]                                                 (2.65)
6. Определяем АЧХ цифрового фильтра
                                     [image: ]                                                      (2.66)
7. Проверяем выполнение заданных требований к характеристикам рассчитанного цифрового фильтра без учета эффектов квантования.    Если требования на АЧХ не будет выполнены, тогда необходимо увеличить порядок фильтра и пункты 3-9 повторить.
8 Производим расчет разрядности коэффициентов фильтра (разрядность регистров ПЗУ), исходя из требований: максимальное отклонение АЧХ в полосе пропускания Арmax, должно быть не больше заданного значения 0.1дБ; минимальное ослабление Арmin в полосе непропускания должно быть не меньше заданного значения 30 дБ.
9 Производим расчет разрядности регистров оперативной памяти, исходя из требования, чтобы оценка суммарной ошибки выходного сигнала фильтра была не больше заданного значения Dвыхок.  и чтобы мощность собственных шумов фильтра была меньше, чем мощность шума на входе фильтра.
10. Реализуем схему фильтра, разрабатываем математическое обеспечение (разработка программ) и производим экспериментальные исследования характеристик цифрового фильтра нижних частот.
Достоинства метода билинейного z-преобразования:
1) метод билинейного z-преобразования обеспечивает простую процедуру перехода от аналоговых к цифровым фильтрам;
2) сохраняет вид частотных характеристик при преобразовании – широкополосные аналоговые фильтры с крутой переходной областью отображаются в широкополосные цифровые фильтры.
3) Применим для проектирование низкочастотных, высокочастотных, полосовых и режекторных фильтров.
Недостатки метода билинейного z-преобразования:
1) нелинейная зависимость между частотой ω аналогового фильтра и частотой θ цифрового фильтра приводит к искажению частотных характеристик аналоговых фильтров;
2) при преобразовании не сохраняется импульсная характеристика.
Замечание 1. Билинейное преобразование вида
                                                     [image: ]                                                  (2.67)
является первым приближением разложения в ряд Тейлора преобразования [image: ]. Выразим переменную p через переменную z и полученную функцию разложим в ряд Тейлора
                                     [image: ],                                                  (2.68)
                       [image: ]                       (2.69)
Замечание 2. Преобразование вида [image: ] не используется при проектировании,  поскольку данное преобразование приводит к наложению спектров.
Замечание 3. Часто вместо множителя 2/Т выбирают значение γ из требования, чтобы нормированная частота среза дискретного фильтра пересчитывалась в нормированную частоту среза аналогового фильтра, равную  с =1
При этом преобразование (2.68) представляется в виде
                                                   [image: ]                                               (2.70)
Откуда
                                                  [image: ]                                                     (2.71)
Подставим в (2.71) [image: ] и [image: ], где [image: ] ,[image: ] – нормированные частоты соответственно  цифрового и аналогового фильтров [image: ], тогда для частот среза аналогового и цифрового фильтров нижних частот имеем выражение вида 
                                 [image: ]  ,                                 (2.72)
откуда                                      [image: ]                                            (2.73)
Чтобы частота среза [image: ] цифрового фильтра пересчитывалась в нормированную частоту среза аналогового фильтра, равную единице, необходимо выбрать γ, равным
                                                 [image: ]                                               (2.74)
 Выбор параметра [image: ] приводит к нормированному аналоговому фильтру-прототипу нижних частот, что удобно при использовании справочников по аналоговым фильтрам. 
Замечание 4. Связь между ненормированными аналоговой  и цифровой  частотами определим, используя (2.46)
                                 [image: ]                                 (2.75)
Замечание 5. При преобразовании устойчивого аналогового фильтра в цифровой фильтр свойство устойчивости цифрового фильтра сохраняется.
 
2.2.2 Примеры

Пример 1

Передаточная функция аналогового фильтра имеет вид 
                                                [image: ] 					 (2.76)
Необходимо определить передаточную функцию соответствующего цифрового фильтра методом билинейного z-преобразования и построить график АЧХ цифрового фильтра, если Т=1с.

Решение.  

Определяем полюсы передаточной функции аналогового фильтра из уравнения     [image: ]   ,   полюс функции  [image: ].
2. Применим формулу преобразования  [image: ], получим передаточную функцию [image: ] соответствующего цифрового фильтра
[image: ] (2.77)
3.Определяем комплексную передаточную функцию цифрового фильтра, полагая, что     [image: ]  и Т=1с
                                 [image: ]				(2.78)
4.Определяем модуль комплексной передаточной функции (АЧХ) цифрового фильтра 
                            [image: ]			(2.79)
5. График АЧХ фильтра представляем на рисунке 2.3
                        

[image: ]
Рисунок 2.3 – АЧХ БИХ фильтра


2.3 Проектирование БИХ-фильтров методом обобщенного билинейного z-преобразования
1. Требования на цифровые фильтры (фильтры нижних частот, верхних частот, полосовые и режекторные фильтры) переводятся в требования аналогового фильтра-прототипа нижних частот.
2. Производится расчет аналогового фильтра-прототипа нижних частот и находится его передаточная функция.                                                  
3. Определяется передаточные функции цифровых фильтров (ФНЧ, ФВЧ, ПФ, РФ) по найденной передаточной функция аналогового фильтра-прототипа нижних частот с помощью соответствующих билинейных преобразований.                                                  

Порядок проектирования 
1.Требования на цифровой фильтр переводим в требования на аналоговый фильтр-прототип нижних частот, при этом  неравномерность АЧХ в полосе пропускания Армах (А),  ослабление в полосе непропускания Армin для аналогового фильтра остаются такими же, как  и для цифрового фильтра. Частоты полосового фильтра преобразуются в частоты аналогового фильтра, используя формулы преобразования частот. 
 Нормируем частоты полос пропускания и непропускания цифровых фильтров:
а) цифровой фильтр нижних частот
                                    [image: ]                                        (2.80) 
б) цифровой фильтр верхних частот
                                    [image: ]                                       (2.81)
в) цифровой полосовой фильтр
                     [image: ]        (2.82)
г) цифровой заграждающий фильтр
                    [image: ]         (2.83)
2. Определяем нормированные частоты полос пропускания и непропускания (заграждения) аналогового фильтра-прототипа нижних частот, используя частоты полос пропускания и заграждения ЦФ, по формулам:
а)                                     [image: ]  ,                          (2.84)
       где                                [image: ]                                                             (2.85)

б)                                   [image: ] ,                      (2.86)
         где                              [image: ]                                                               (2.87)

в)                                         [image: ]  ,                                        (2.88)
где                               [image: ]  ,                                       (2.89)
    [image: ]                                          (2.90)
[image: ],                                           (2.91)
   [image: ]                                            (2.92)
г)                                         [image: ]  ,                                         (2.93)
         где                             [image: ]  ,                                       (2.94)
    [image: ]                                          (2.95)
[image: ],                                          (2.96)
  [image: ]                                          (2.97)
Замечание 1. Граничная частота полосы пропускания фильтра-прототипа нижних частот для всех случаев а), б) в), г) равна единице.
Замечание 2. Требования к неравномерности АЧХ в полосе пропускания Армах (А) и к ослаблению в полосе непропускания Армin фильтра-прототипа нижних частот остаются такими же  как и для цифровых фильтров.
3. По найденным требованиям на аналоговый фильтр нижних частот проектируем аналоговый фильтр-прототип нижних частот:
а) записываем выражение квадрата АЧХ для ФНЧ (с характеристиками Баттерворта, Чебышева, Золотарева)
б) определяем порядок n фильтра, исходя из требования, что неравномерность АЧХ в полосе пропускания  не должна быть больше Армах (А);        
в) определяем порядок фильтра, исходя из требования, что ослабление в полосе пропускания не должно быть меньше Арmin;
г) выбираем порядок фильтра из наибольшего целого значения, рассчитанного в пунктах б) и в);
д) определяем нормированные полюсы передаточной функции фильтра нижних частот;
е) выбираем нормированные полюсы, лежащие в левой полуплоскости р-плоскости;
ж) зная полюсы, находим передаточную функцию [image: ] фильтра-прототипа нижних частот. 
4. Зная передаточную функцию [image: ] ФНЧ-прототипа, определяем передаточную функцию [image: ] цифрового фильтра, используя соответствующие формулы перехода от комплексной переменной р к комплексной переменной z:
а) цифровой фильтр нижних частот
    [image: ],                                                        (2.98)
где       [image: ];
б) цифровой фильтр верхних частот
   [image: ],                                                        (2.99)
 где    [image: ];
в) цифровой полосовой фильтр 
                                              [image: ],                                          (2.100)                                
       где      [image: ],      [image: ];                          
г) цифровой режекторный фильтр 
                                              [image: ],                                         (2.101)                                  
           где     [image: ],    [image: ]              
5. Определяем полюсы передаточной функции [image: ]  цифрового фильтра.
6. Зная полюсы, определяем передаточную функцию цифрового фильтра как произведение передаточных функций первого и второго порядков.
7. Определяем комплексную частотную характеристику цифрового фильтра.
8. Определяем АЧХ цифрового фильтра
9. Проверяем выполнение заданных требований к характеристикам рассчитанного цифрового фильтра без учета эффектов квантования. Если требования на АЧХ не будет выполнены, тогда необходимо увеличить порядок фильтра и пункты 3-8 повторить.
10. Производим расчет разрядности коэффициентов фильтра (разрядность регистров ПЗУ), исходя из требований: максимальное отклонение АЧХ в полосе пропускания Арmax, должно быть не больше заданного значения; минимальное ослабление Арmin в полосе непропускания должно быть не меньше заданного значения.
11. Производим расчет разрядности регистров оперативной памяти, исходя из требования, чтобы оценка суммарного выходного шума фильтра была не больше заданного значения Dвыхок. и чтобы мощность собственных шумов фильтра была меньше, чем мощность шума на входе фильтра.


2.4 Вопросы для самоконтроля

1. Дайте определение БИХ-фильтра.
2. В чем состоит идея синтеза цифрового фильтра по аналоговому прототипу?
3. Что такое аналоговый фильтр-прототип?
4. В чем сущность метода инвариантности импульсной характеристики?
5. В чем сущность метода билинейного z – преобразования?
6. Как связана переменная p с переменной z в билинейном z-преобразовании?
7. В чем состоит различие между методом билинейного z – преобразования и методом обобщенного билинейного z – преобразования?
8. Охарактеризуйте область применения каждого из трех рассмотренных 
методов проектирования.







3. Введение в адаптивную обработку сигналов

Неадаптивные (традиционные) системы обработки сигналов относятся к системам без обратной связи. В адаптивных системах имеется обратная связь и метод обработки на последующем этапе обработки зависит от результата, полученного при обработке сигнала на предыдущем этапе.
 Адаптивная система оценивает статистические параметры поступающего сигнала. Отличие статистических параметров сигнала от заданных можно представить как разность выходного сигнала системы, например [image: ], от заданного (тестового, полезного) сигнала, например, [image: ], в качестве которого может быть и входной сигнал [image: ]
[image: ]					(3.1)
где [image: ]- ошибка, которая в дальнейшем рассматривается как функция стоимости (иногда ее называют целевой функцией);
[image: ] – номер дискретного отсчета функции [image: ], принимает значения: [image: ].
Ошибка [image: ] в общем случае является случайной величиной. В большинстве случаев минимизирует не ошибку [image: ], а математическое ожидание квадрата ошибки [image: ]. В адаптивной обработке сигналов функция [image: ] получила название «рабочей функции». В дальнейшем, для облегчения записи будем писать, например [image: ] вместо [image: ], или [image: ] вместо [image: ].
Адаптивная обработка сигналов производится для достижения различных целей. В одних случаях - для моделирования и идентификации систем, когда адаптивная система моделирует неизвестную систему или идентифицирует ее, определяя передаточную функцию (или адаптивная система подстраивается под структуру идентифицируемой системы), в других случаях, для выравнивания передаточных функций (или частотных характеристик) систем (например, канала связи) или для подавления шума (помех), или для предсказания, или для управления системой (например, для управления технологическим процессом).

Свойства адаптивных систем

1.Адаптивные системы могут приспосабливаться (оптимизироваться) к изменению условий окружающей среды и к изменению требований.
2. Они могут обучаться для выполнения заданного вида фильтрации или принятия решения.
3. В общем случае адаптивные системы – нелинейные системы, но их нельзя четко отнести к подмножеству нелинейных систем из-за:
а) адаптивные системы являются регулируемыми и процессы их регулирования зависят от усредненных в ограниченном интервале времени характеристик сигнала, а не от мгновенного значения сигнала или мгновенных значений внутренних состояний системы;
б) процессы регулирования целенаправленны.


3.1 Основные структуры адаптивной обработки сигналов

На рисунке 3.1 приведена функциональная схема адаптивной системы с обратной связью
[image: Рисунок 1-1В]

Рисунок 3.1 – Функциональная схема адаптивной системы с обратной связью

В зависимости от поставленной цели функционирования схема адаптивной системы (рисунок 3.1) может видоизменяться. Существует четыре общих вида функциональных схем: для предсказания (рисунок 3.2(а)), для идентификации (рисунок 3.2(б)), для выравнивания (компенсации) характеристик (рисунок 3.2(в)), для подавления помех (рисунок 3.2(г)).
Полезным сигналом в схеме рисунка 3.2(а) является сигнал [image: ], который после задержки поступает в устройство адаптивной обработки, которое стремится предсказать текущий входной сигнал [image: ] для того, чтобы сигнал [image: ] компенсировал сигнал [image: ] и сводил ошибку [image: ] к нулю. Схема предсказания используется при кодировании сигналов и для подавления шума. В задаче идентификации системы (рисунок 3.2(б)) входной сигнал [image: ] поступает на вход идентифицируемой системы и на вход адаптивного устройства. Сумматор определяет ошибку, для уменьшения которой устройство адаптивной обработки так меняет свои весовые коэффициенты, что передаточная функция устройства адаптации стремится к передаточной функции идентифицируемой системы. Устройства и алгоритмы адаптивной обработки для идентификации систем широко используются для моделирования систем, медленно изменяющих свои параметры.
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Рисунок 3.2 – Функциональные схемы адаптивных систем для:                        
а) предсказания; б) идентификации; в) выравнивания; г) подавления помех.

Адаптивная система для выравнивания (компенсации) (рисунок 3.2(в)) широко используется в технике связи для выравнивания каналов (например, для выравнивания телефонных каналов, радиоканалов), а также для управления системой.
Устройство адаптивной обработки сигналов, представленное на рисунке 3.2(г) широко используется для подавления помех и для формирования требуемой диаграммы направленности антенных решеток.
3.1.1 Основные устройства адаптивной обработки сигналов и их краткая характеристика

1. Адаптивный линейный сумматор, представляющий собой КИХ- фильтр с переменными весовыми коэффициентами с одним или несколькими входами, как это показано на рисунке 3.3.
[image: ][image: ]

Рисунок 3.3 – Адаптивный линейный сумматор: а) с многими входами; б) с      
                       одним входом

Здесь 
[image: ]  (или [image: ]) – входные сигналы; 
[image: ]   или  [image: ]– весовые коэффициенты; 
[image: ] – выходной сигнал.

2.Рекурсивный фильтр (БИХ-фильтр) с переменными (настраиваемыми) весовыми коэффициентами. Рекурсивный фильтр (БИХ-фильтр) представлен на рисунке 3.4.
[image: ]

Рисунок 3.4 – Устройство адаптации на основе БИХ- фильтра

Третье устройство адаптации представляет собой некоторую модификацию первых двух, называется решетчатой структурой (решетчатым фильтром).

3.1.2 Методы оптимального оценивания

Процесс адаптивной обработки включает в себя 2 этапа проведения оценивания: 
1) оценивание искомого выхода фильтра; 
2)оценивание весов фильтра, необходимых для достижения поставленной цели.
Для наиболее распространенного устройства адаптации – адаптивного линейного сумматора - оптимальные оценки весовых коэффициентов определяются из уравнения Винера – Хопфа. Для устройств адаптации на основе БИХ – фильтров используется рекурсивное калмановское оценивание.

3.1.3 Обработка сигналов адаптивным линейным сумматором

         Адаптивный линейный сумматор можно представить в виде адаптивного КИХ- фильтра с одним или многими входами и одним выходом.

[image: ][image: ]
        а)                                                                        б)

Рисунок 3.5  – Схема адаптивного линейного сумматора а) с одним входом;
б) с многими входами

В схеме 
[image: ] – последовательность отсчетов входного сигнала в моменты [image: ]
[image: ] – весовые коэффициенты. 
При этом индексы [image: ] указывают количество весовых коэффициентов, а индекс [image: ]  указывает на значения этих коэффициентов в момент времени [image: ]  (в момент [image: ]-го отсчета).
Выходные сигналы схем а) и б) имеют соответственно вид
                                      [image: ]    					   (3.2)                                                        
                                     [image: ]      	                          (3.3)         
Весовой коэффициент [image: ] называют коэффициентом смещения и этот коэффициент вводят, полагая что [image: ].
Входные сигналы, начиная с [image: ]-го отсчета, можно представить в виде векторов:  для одного входа
                                     [image: ];               		           (3.4)
для многих входов
                                      [image: ],                                          (3.5)
где [image: ] означает операцию транспонирования.
Выходные сигналы можно представить соответственно в виде скалярного произведения векторов входного сигнала и вектора весовых коэффициентов
                                               [image: ]        		                (3.6) 
В процессе адаптации вектор [image: ] весовых коэффициентов линейного сумматора изменяется таким образом, чтобы выходной сигнал [image: ] как можно меньше отличался от полезного сигнала [image: ]. Для этого выходной сигнал [image: ] сравнивается с полезным сигналом [image: ], в результате сравнения определяется сигнал ошибки [image: ], равный 
[image: ] 					 (3.7)

В основе оценивания лежит целевая функция, представляющая собой математическое ожидание квадрата ошибки (СКО) [image: ], которую принято называть рабочей функцией. 

3.2 Рабочая функция (среднеквадратическая ошибка) и винеровское оценивание

Для вывода рабочей функции воспользуемся выражение сигнала ошибки
                                    [image: ]                   (3.8)         
Возведем в квадрат сигнал ошибки (3.8) и найдем математическое ожидание полученного выражения
                      [image: ],           	   (3.9)                      
где [image: ] - корреляционная матрица полезного сигнала;
[image: ] - корреляционная матрица входного сигнала;
[image: ] - взаимокорреляционная матрица отсчетов полезного сигнала и отсчетов входного сигнала.
Запишем в развернутом виде корреляционную матрицу входного сигнала [image: ], взаимокорреляционную матрицу [image: ] и корреляционную матрицу полезного сигнала [image: ]
                             [image: ]            		              (3.10) 

В выражении (3.10) элементы, расположенные на главной диагонали, равны среднеквадратическим значениям отсчетов сигнала (корреляционной функции отсчетов), остальные значения равны значениям взаимокорреляционной функции отсчетов входного сигнала             
                                  [image: ]               (3.11)
[image: ]					    (3.12)
   Обозначим [image: ] через [image: ], запишем рабочую функцию (3.9) в виде
                                     [image: ]         		  (3.13)                    
Оптимальные значения весовых коэффициентов [image: ] можно найти из выражения минимума рабочей функции по весовым коэффициентам, то есть из выражения
                             [image: ] ,      	   (3.14)
или из выражения
                                               [image: ] ,                     	                  (3.15)        
где [image: ] - градиент функции [image: ].
   Минимальное значение [image: ] рабочей функции [image: ] получим, если приравняем производную (3.15) к нулю
                                                    [image: ]         		              (3.16)                 
Из уравнения (3.16) определяем оптимальные значения вектора весовых коэффициентов [image: ]
                                                     [image: ]                    	                       (3.17)     
при условии, что матрица [image: ] неособенная.
Полученное соотношение (3.17) является уравнением Винера – Хопфа в матричной форме. Зная оптимальное значение весовых коэффициентов [image: ], нетрудно определить минимальное значение рабочей функции. Для этого учтем
                      [image: ], [image: ], [image: ] ,                (3.18)    
тогда 
[image: ]    (3.19)

Выразим рабочую функцию [image: ] через ее минимальное значение [image: ] и отклонение текущих весовых коэффициентов W от их оптимальных значений [image: ], то есть 
                        [image: ]            (3.20)
  Градиент рабочей функции относительно V будет равен
                                         [image: ]                                                           (3.21)
Выражение (3.21) положено в основу анализа и синтеза различных адаптивных алгоритмов.

3.3 Свойства рабочей функции

Рабочая функция (или функция ошибки) отражает параметры адаптивной системы. Поверхность, образованная рабочей функцией, обладает важным свойством: если сигналы являются стационарными и имеют инвариантные в статистическом смысле свойства, то поверхность остается неподвижной в своей системе координат и адаптация заключается в движении с некоторой начальной точки (произвольной, но разумно выбранной) вниз по поверхности до окрестности точки минимума рабочей функции и удержании среднеквадратического значения сигнала ошибки в той же окрестности. Если сигналы нестационарные, но их статистические свойства меняются медленно, то поверхность, образованная рабочей функцией, является «размытой» (изменяется в некоторых пределах): или изменяет свою форму, или изменяет свое местоположение относительно системы координат. При этом процесс адаптации сводится не только к движению к точке минимума, но и к слежению за точкой минимума, местоположение которой меняется.
Свойства рабочей функции определяются свойствами корреляционной матрицы входного сигнала и типом используемого устройства адаптации. 
Матрицу [image: ] можно представить в нормальной форме через собственные значения [image: ] и собственные векторы [image: ]. 

Собственные (характеристические) значения (числа) [image: ] матрицы [image: ] называются те значения скалярного параметра [image: ], для которых матрица [image: ] является вырожденной. 
След [image: ] матрицы [image: ]  равен сумме всех ее собственных значений.

Спектр собственных значений квадратной матрицы [image: ] порядка n совпадает с множеством корней алгебраического уравнения n-ой степени.
                                                    [image: ]                                             (3.22)
которое называется характеристическим уравнением или «вековым» уравнением матрицы [image: ].
 Собственный вектор [image: ] матрицы [image: ] есть такой вектор, что
                                             [image: ]                                                           (3.23)

Если имеется [image: ] собственных значений [image: ], то имеется и [image: ] собственных  векторов [image: ], то есть каждому собственному значению [image: ] соответствует собственный вектор [image: ]. Собственному значению [image: ] может соответствовать несколько собственных векторов, например, m векторов, тогда m называется геометрической кратностью собственного значения [image: ]. Собственные векторы попарно ортогональны.

Собственные векторы определяются из уравнения вида
                                                  [image: ]                                                 (3.24)

Умножая справа обе части уравнения (3.24) на [image: ], выразим корреляционную матрицу R входного сигнала x через собственные значения [image: ] и собственные векторы Q
                                           [image: ]                                                  (3.25)
Поскольку [image: ], тогда, (3.25) приобретает вид
                                          [image: ]                                                           (3.26)
Обычно собственные векторы [image: ] нормируют, чтобы они имели единичные амплитуды. В этом случае матрица [image: ] называется ортонормированной и для нее справедливо соотношение
                                                   [image: ]                                                        (3.27)
где [image: ] - транспонированная матрица [image: ].
Из (3.27) следует, что
                                                  [image: ]                                                       (3.28)
Для случая адаптивного линейного сумматора с двумя весовыми коэффициентами рабочая функция [image: ] описывает поверхность в виде параболоида. При сечении этой поверхности плоскостями, параллельными плоскости координат с координатами весовых коэффициентов [image: ] и [image: ], образуются эллипсы, соответствующие некоторому значению рабочей функции [image: ].
                                           [image: ]                                  (3.29)
при [image: ] выражение 
                                          [image: ]                                        (3.30)
Если перейти от вектора [image: ] к вектору [image: ], начало координат которого соответствует точке с координатами [image: ] и [image: ], тогда (3.30) примет вид
                                                    [image: ]                                             (3.31)

Выражение (3.31) описывает эллипс с центром в начале координат с координатами [image: ] и [image: ]. В этой новой системе координат  существуют две перпендикулярные прямые, которые называются главными осями эллипса (большой и малой осями). Если известно выражение эллипса, то всегда можно найти выражение для любой нормали эллипса. Для этого надо найти выражение для градиента функции [image: ], которое так же является градиентом рабочей функции [image: ]. Градиент представляет собой вектор-столбец, членами которого являются производные от функции [image: ] по [image: ] и [image: ], то есть 
[image: ] (3.32)
=[image: ]                
Поскольку матрица [image: ] – симметрическая матрица [image: ],тогда  (3.32) имеет вид
                       [image: ]                         (3.33)
Данный результат можно обобщить и для [image: ] весовых коэффициентов.
Заметим, что любой вектор, проходящий через начало координат при [image: ], должен иметь вид [image: ] ([image: ]-некоторый коэффициент) Но через начало координат проходит главная ось, которая является нормалью к кривой
                                               [image: ]                                                  (3.34)
Поэтому, обозначив главную ось как [image: ], (3.33) можно записать в виде
                                               [image: ]                                            (3.35)
или
                                   [image: ]                               (3.36)
Сравнивая (3.24) и (3.36), можно видеть, что вектор [image: ] должен быть собственным вектором матрицы [image: ] , а [image: ] - собственное значение матрицы [image: ].
Вывод 1. Собственные векторы корреляционной матрицы [image: ] входного сигнала [image: ] определяют главные оси сечений поверхности, образованной рабочей функцией.
Вывод 2. Рабочую функцию можно записать для трех систем координат: обычная система [image: ], смещенная система[image: ] и система, образованная главными осями [image: ], или в общем виде: [image: ]  
                              [image: ]                                     (3.37)
                               [image: ]                                                              (3.38)
[image: ](3.39)
 где 
      [image: ] - преобразование [image: ] в [image: ] (операция вращения).

Выражение градиента рабочей функции [image: ] в системе координат, определяемой главными осями, имеет вид

                                          [image: ]                                 (3.40)
  Для [image: ] весовых коэффициентов (3.40) принимает вид
                                    [image: ]                   (3.41)

Из (3.41) следует, что градиент рабочей функции относительно любой главной оси можно записать в виде
                                                   [image: ]                                         (3.42)
   Из (3.42) видно, что производная градиента относительно любой главной оси (или вторая производная рабочей функции [image: ] равна
                                                [image: ]                        (3.43)
Вторая производная рабочей функции относительно любой главной оси равна удвоенному собственному значению, другими словами, собственные значения корреляционной матрицы [image: ] входного сигнала [image: ] соответствуют вторым производным рабочей функции [image: ] (среднеквадратической ошибки) относительно главных осей.

3.4 Примеры

Пример 1.  

Задан входной сигнал [image: ] 
                                         [image: ]					(3.44)
Адаптивный линейный сумматор имеет два весовых коэффициента. Требуется найти:
1) корреляционную матрицу   [image: ], сигнала [image: ]; 
2) собственные значения матрицы [image: ];
3) собственные ортонормированные векторы матрицы [image: ];
4) матрицу [image: ] в нормальной форме.

Решение. 
1. Корреляционная матрица [image: ]                                                       
                                            [image: ]						(3.45)

2. Определяем собственные значения матрицы[image: ]

                         [image: ], 	  (3.46)
откуда           [image: ], [image: ]

3.Зная собственные значения, определяем собственные векторы
[image: ]               [image: ]			(3.47)
[image: ]                  [image: ]		(3.48)
Поскольку [image: ], то матрицы коэффициентов [image: ] и [image: ] являются особенными, поэтому значения векторов [image: ] и [image: ] можно найти в виде произвольных постоянных [image: ] и [image: ]. Эти постоянные выбираются так, чтобы выполнялось соотношение [image: ]
Итак, [image: ], [image: ], [image: ] [image: ],
Собственный вектор                    [image: ]				(3.49)
[image: ],		(3.50)
откуда                [image: ],       [image: ], 		(3.51)
окончательно
                              [image: ]				(3.52)
Собственные векторы [image: ] собственных значений [image: ] и [image: ] ортогональны, так как их скалярное произведение равно нулю
[image: ]		(3.53)
Поскольку              [image: ], 	     (3.54)
то матрица [image: ] ортонормированна. 
4.Зная собственные значения и собственные векторы, запишем матрицу [image: ] в нормальной форме
                             [image: ]		(3.55)

Пример 2.  

Задан адаптивный сумматор с одним весовым коэффициентом, на вход которого подается сигнал [image: ] и полезный сигнал [image: ](пример 1).  Требуется найти:
1) рабочую функцию [image: ];
2) собственные значения корреляционной матрицы [image: ] ; 
3) градиент функции [image: ] относительно главной оси; 
4)  производную градиента относительно главной оси.

Решение. 

 1. Рабочую функцию определим по формуле 
                                    [image: ]				(3.56)
Поскольку имеется один весовой коэффициент, тогда
[image: ],     [image: ]	(3.57)
2. Запишем корреляционную матрицу [image: ] и найдем собственные значения
                   [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] 			(3.58)
3. Найдем выражение рабочей функции в системе координат главных осей. Так как имеется всего один весовой коэффициент, то ось [image: ] является главной осью, тогда
[image: ]  (3.59)
4. Находим градиент функции [image: ]
                                  [image: ]				(3.60)
5. Находим производную градиента относительно главной оси
                         [image: ]			(3.61)
	Пример 3. 

Задан адаптивный сумматор с двумя коэффициентами [image: ] и [image: ], задана корреляционная матрица входного сигнала [image: ], корреляционная матрица полезного сигнала [image: ], автокорреляционная матрица полезного и входного сигналов [image: ].
Требуется найти:
1) выражение рабочей функции [image: ];
2) оптимальное значение весовых коэффициентов;
3) выражение рабочей функции в смещенной системе координат; 
4) собственные значения матрицы [image: ] ;
5) собственные векторы матрицы [image: ] ; 
6) выражение рабочей функции в системе координат главных осей.

Решение.

1. Выражение рабочей функции [image: ] в системе координат [image: ] и [image: ] имеет вид  
                      [image: ]			(3.62)
                              =[image: ]

2. Определим оптимальные значения весовых коэффициентов, используя формулу Винера-Хопфа
   [image: ]		(3.63)
                                                               [image: ], [image: ]

3. Находим выражение рабочей функции в смещенной системе координат [image: ]
[image: ]			(3.64)
                             [image: ]
4. Находим собственные значения [image: ] и [image: ] матрицы [image: ] 
                      [image: ],		 (3.65)
или [image: ],      откуда             [image: ],          [image: ]
5. Зная собственные значения, определим собственные векторы матрицы [image: ] , используя формулу         [image: ]
[image: ]   [image: ], откуда         [image: ]	      (3.66)
[image: ]   [image: ], откуда          [image: ]	     (3.67)
Поскольку матрица [image: ] вырождена, тогда выбираем значение [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] произвольно                 [image: ]               [image: ]
Так как собственные векторы нормируют, то потребуем, чтобы [image: ]
    [image: ], 		(3.68)
откуда   [image: ];   [image: ];     [image: ]
                                  [image: ]				(3.69)
6. Зная собственные векторы, запишем выражение рабочей функции системе координат   главных осей
                            [image: ],  			 (3.70)
или 
[image: ]
[image: ]				(3.71)
       [image: ]
.      [image: ]

Пример 4.  

 Заданы три сигнала (рисунок 3.6)
[image: Рисунок пример 8]




Рисунок 3.6  – Сигналы ,  и 





  Для каждого сигнала берутся отсчеты в моменты времени . Для первых двух сигналов  и  имеем 10 отсчетов за период, для третьего сигнала  имеется 5 отсчетов за период. Если отсчет попадает в точку разрыва сигнала, то ему приписывается значение сигнала правее этой точки.


Найти: 1) корреляционную функцию сигналов  и  ;


            2) взаимокорреляционную функцию сигналов  и 





Решение.  1. Определим отсчеты сигналов ,  и  за период 


 ,


 




2. Определяем корреляционную функцию  периодического сигнала  



					(3.72)



      (3.73)
	                


      (3.74)
	      


     (3.75)


   (3.76)






, ; , ; ,                 (3.77)






, ; , ; ,                (3.78)        
              [image: График пример 8]


Рисунок 3.7  – График корреляционной функции 




3. Определим корреляционную функцию  периодического сигнала   по формуле

  (3.79)


 					      (3.80)


 					      (3.81)


 					      (3.82)


 					      (3.83)


 					      (3.84)


 					      (3.85)
                       [image: Рисунок 2  пример 8]

Рисунок 3.8  – График корреляционной функции 




4. Взаимокорреляционная функция  сигналов  и  определяется по формуле    

 				 (3.86)





; 						(3.87)


 

;						(3.88)


 

;   							(3.89)




[bookmark: OLE_LINK5][bookmark: OLE_LINK6] ;		     ;		(3.90)




 ;		     ;		(3.91)




 ;				     ;		(3.92)


 								          (3.96)
                     [image: Рисунок 4  пример 8]

Рисунок 3.9  – График взаимокорреляционной функции 

Пример 5. 



На вход адаптивного сумматора (рисунок 3.10) поступает сигнал  и полезный (требуемый) сигнал , .
                       [image: Пример 1]
Рисунок 3.10 – Схема адаптивного сумматора с двумя весовыми коэффициентами
Необходимо: 

1) найти оптимальный вектор  весовых коэффициентов; 

2) для найденных весовых коэффициентов записать сигнал ; 

3) показать, что .

Решение. 


1. Оптимальный вектор весовых коэффициентов  определяем из выражения (3.17) .


а) сначала определяем корреляционную матрицу   входного сигнала по формуле (3.10) .Для любого произведения периодических функций математическое ожидание произведения находится усреднением этого произведения за один или более периодов, поэтому 


				 (3.97)



Поскольку имеем  два весовых коэффициента, то ,



Для  и ,  имеем

                ;		(3.98)


б) определяем взаимокорреляционную матрицу полезного сигнала  и входного сигнала  по формуле (3.11)

    (3.99)



Для  и ,  имеем

                      ;				(3.100)

в) определяем обратную матрицу  по формуле

                              			(3.101)






где  - алгебраическое дополнение элемента  в определителе , ,   – минор элемента 

 - транспонированное дополнение.

			(3.103)

	







	
  (3.104)

  (3.105)



		 (3.106)


Зная P и  определяем  – вектор оптимальных весовых коэффициентов

            	  (3.107)


2. Зная оптимальные значения весовых коэффициентов , находим выходной сигнал  по формуле (3.2)

            				(3.108)

         



3. Зная , покажем, что  равно полезному сигналу 

           

	(3.109)



3.5 Вопросы для самоконтроля

1. Основные схемы адаптивной цифровой обработки сигналов.
2. Корреляционная матрица входного сигнала адаптивного линейного сумматора.
3. Как определить собственные числа и собственные векторы корреляционной матрицы?
4. Взаимная корреляционная функция входного и полезного сигналов линейного сумматора.
5. Уравнение Винера-Хопфа и его значение при адаптивной обработки сигналов.
6. Что такое рабочая функция?
7. В каких системах координат можно записать рабочую функцию?




4.Адаптивная обработка сигналов
       
4.1 Градиентные методы поиска минимума рабочей функции

При известной рабочей функции оптимальные параметры определяются с помощью уравнения Винера-Хопфа. Однако во многих случаев вид рабочей функции не известен и стоит задача поиска оптимальных весовых коэффициентов на основе данных измерения или оценок. 
Имеются следующие методы поиска: 
· метод Ньютона, 
· метод наискорейшего спуска, 
· метод наименьших квадратов, 
· метод случайного поиска, 
· метод последовательной регрессии. 
Все перечисленные методы, кроме метода случайного поиска, относятся к методам градиентного поиска.
Метод Ньютона - это метод градиентного поиска, при котором на каждом шаге процесса поиска изменяются все компоненты вектора весовых коэффициентов, и эти изменения при квадратичной рабочей функции всегда имеют направления на минимум рабочей функции.
Метод наискорейшего спуска так же является градиентным методом поиска, но он проще метода Ньютона: в нем изменение весовых коэффициентов на каждом шаге или цикле итерации происходит в направлении отрицательного градиента рабочей функции.


Метод наименьших квадратов является разновидностью метода наискорейшего спуска, в котором вместо оценки градиента рабочей функции , находиться оценка градиента квадрата ошибки  . Метод случайного поиска используется в случае, когда рабочая функция не является унимодальной. Метод последовательной регрессии является приближением метода Ньютона, этот метод используется, как правило, в случае, когда отсутствуют данные о статистических свойствах сигналов, и в случае нестационарных сигналов. Метод последовательной регрессии эффективнее метода наименьших квадратов. Для адаптивных систем, использующих адаптивный линейный сумматор, наибольшее применение получил метод Ньютона и метод наискорейшего спуска. 
Метод наименьших квадратов, метод случайного поиска и метод последовательной регрессии используется в адаптивных системах, использующих как адаптивные линейные сумматоры, так и рекурсивные цепи (БИХ – фильтры).
Для понимания методов градиентного поиска, а также понимания рекурсивного алгоритма и сходимости методов, рассмотрим адаптивный линейный сумматор с одним весовым коэффициентом. Полагая, что известна  корреляционная матрица [image: ] входного сигнала, состоящая из одного параметра [image: ] запишем рабочую функцию в смещенной системе координат 
                               [image: ]					 (4.1)
Найдем первую и вторую производные рабочей функции
                         [image: ] 					(4.2)
 Выбираем произвольную точку [image: ] и измеряем наклон кривой [image: ] в этой точке, потом выбираем другую точку [image: ] в направлении наклона: [image: ] будет равна первоначальной точке [image: ] плюс значения наклона с обратным знаком. Затем измеряем наклон в точке [image: ] и выбираем точку [image: ], равную точке [image: ] плюс значение наклона с обратным знаком, и так до тех пор, пока не достигнем оптимального значения [image: ]. Наклон кривой – это градиент, а градиент, взятый со знаком «-», позволяет двигаться вниз по кривой (рисунок 4.1)
[image: ]









         Рисунок 4.1 – Иллюстрация простейшего градиентного метода 
                                  поиска минимума рабочей функции
   Алгоритм поиска коэффициента можно представить следующим образом
                    [image: ]					(4.3)
где [image: ]– некоторый постоянный коэффициент, от которого зависит устойчивость процесса и скорость сходимости процесса;
[image: ] - градиент в точке [image: ] (производная, измеренная в точке [image: ]);
[image: ] – номер шага или итерации.
Для случая одного весового коэффициента 
[image: ]				(4.4)
Подставим (4.4) в (4.3)
[image: ]  		(4.5)
                           
Уравнение (4.5) является линейным разностным уравнением первого порядка с постоянными коэффициентами. Его можно решить методом индукции на основе нескольких первых итераций 
                      
                      [image: ]  				(4.6)
  
 Выражение (4.6) является решением алгоритма градиентного поиска, оно позволяет находить оптимальное значение [image: ], начиная с любой начальной точки [image: ]. Величина [image: ] в уравнении (4.6) называется знаменателем геометрической прогрессии, она определяет свойства итерационного процесса. Если величина [image: ] удовлетворяет условию вида
    [image: ],   			(4.7)
то процесс будет устойчивым и можно предложить, что он будет сходиться к оптимальному значению вектора [image: ] весовых коэффициентов
     [image: ]  					 	(4.8)
Если [image: ], то процесс адаптации приобретает колебательный характер. Если [image: ], то процесс является неустойчивым и расходящимся (найти [image: ] при этом не удается). Поскольку в процессе адаптации весовой коэффициент [image: ] меняется, то изменяется и значение рабочей функции.
Зависимость рабочей функции [image: ] от шага [image: ] называется обучающей кривой.
   [image: ] 				(4.9)
Подставляя вместо [image: ] его выражение (4.6) , имеем
[image: ]   		(4.10)
Выражение (4.10) позволяет построить график обучающей кривой.
                 


4.1.1 Метод Ньютона

Процесс градиентного поиска для одного весового коэффициента является критическим при [image: ], то есть
     [image: ], 						(4.11)
откуда                                      [image: ]        						 (4.12)
В этом случае процесс за один шаг сводиться к минимуму [image: ] среднеквадратической ошибки [image: ]. Алгоритм реализации этого поиска называется методом Ньютона.   Метод Ньютона является, прежде всего, методом нахождения нулей функции, например, некоторой функции [image: ], т.е. является методом решения уравнения
  [image: ]     					 (4.13)
Сущность метода состоит в том, что задается некоторое начальное значение [image: ], а затем для вычисления следующей оценки [image: ] находится первая производная в точке [image: ]
    [image: ] 					(4.14)
где [image: ] находится как пересечение касательной [image: ] в точке [image: ] с осью переменной [image: ] ( рисунок 4.2)
[image: ]












                                         
Рисунок 4.2 – Иллюстрация метода Ньютона при нахождении нуля функции [image: ], состоящего в переходе от [image: ] к [image: ] по касательной к [image: ] в точке [image: ]
Из (4.14) получаем 
  [image: ] 					(4.15)
Для [image: ] шага
[image: ]					 (4.16)
Если функция [image: ] известна, то производную [image: ] можно определить на основании формулы обратной разности

  [image: ] 					(4.17)
Подставляя (4.17) в (4.16) получаем
[image: ]				(4.18)

– дискретная форма метода Ньютона.

Поиск минимума рабочей функции методом Ньютона необходимо начинать с уравнения вида (4.13) [image: ]. В общем случае этим уравнениям, т. е. [image: ], для рабочей функции [image: ] является градиент
 [image: ],					(4.19)
так как требуется найти минимум функции [image: ]. Для рабочей функции одной переменной имеем
[image: ],					(4.20)
поэтому уравнение (4.16) можно записать в виде
  [image: ]				(4.21)
Формула (4.17) в этом случае представляет собой аппроксимацию второй производной рабочей функции

[image: ]		(4.22)

Если рабочая функция является квадратичной, то применение метода Ньютона приведет к решению за один шаг 
[image: ]				(4.23) 

Этот результат можно зафиксировать следующем образом: 

метод Ньютона очень прост для применения в случае одного весового коэффициента, когда рабочая функция [image: ] является квадратичной и определена для всех значений [image: ] .

Но метод Ньютона значительно усложняется если:
а) точно неизвестна рабочая функция [image: ] а необходимо вычислить производные [image: ] и [image: ];
б) рабочая функция неквадратичная.
При этом следует оговориться, что для адаптивного линейного сумматора рабочая функция [image: ] – квадратичная функция. Если в качестве адаптивного устройства используется рекурсивная цепь, то рабочая функции [image: ] неквадратичная. 
Для адаптивного линейного сумматора, оптимальный вектор коэффициентов [image: ] определяется из уравнения Винера – Хопфа
[image: ]					(4.24)

Градиент рабочей функции определяется из уравнения

[image: ]					(4.25)
Умножим обе части выражения (4.25) слева на [image: ], получим
[image: ],		(4.26)
откуда
[image: ]				(4.27)
Выражение (4.27) можно записать в виде адаптивного алгоритма, полагая, что оптимальные значения [image: ] получено на каком-то последнем шаге, поэтому на шаге [image: ]значение вектора весовых коэффициентов равно [image: ].

  [image: ] – метод Ньютона для многих весовых коэффициентов. 

Заметим, что в методе Ньютона шаги осуществляется не в направлении градиента. Чтобы направление изменения весовых коэффициентов совпадало с направлением градиента, необходимо, чтобы первоначальное значение весовых коэффициентов находилось на одной из главных осей. В выражении (4.27) коэффициент [image: ] можно заменять на [image: ], тогда получим обобщенное соотношение метода Ньютона
[image: ]					(4.28)
При [image: ] получаем алгоритм, приводящей к оптимальному решению за один шаг. В общем случае [image: ] можно выбирать любым в пределах области устойчивости алгоритма
 [image: ]						(4.29) 
В большинстве случаев [image: ] выбирают меньше [image: ] , чтобы иметь малый размер шага поиска.
   Если рабочая функция [image: ] квадратичная функция, то соотношение (4.28), учитывая (4.24) и (4.25), можно записать в виде 

[image: ]				(4.30) 


Уравнение (4.30) отличается от уравнения (4.5) только отсутствием коэффициента   (собственного значения), поэтому по аналогии с решением (4.6) уравнения (4.5) находим решение уравнения (4.30)
[image: ]			(4.31)

Если в уравнении (4.30) положить , тогда  получим решение за один шаг.
4.1.2 Метод наискорейшего спуска

Метод наискорейшего спуска является градиентным методом поиска. В отличие от метода Ньютона, в методе наискорейшего спуска весовые коэффициенты корректируются в направлении градиента. 
Метод наискорейшего спуска применяется более широко, чем метод Ньютона. В методе наискорейшего отсутствует обратная корреляционная матрица [image: ]  входного сигнала, поэтому из (4.28) следует
[image: ]					(4.32)
Для определения характера процесса подставим в (4.32) выражение градиента (4.25)
[image: ]				(4.33) 


 В выражение (4.33) вместо  подставим его выражение из (4.24)
                             [image: ]						(4.34) 
получим
[image: ]			(4.35)
В формуле (4.35) различные компоненты вектора [image: ] взаимосвязаны между собой. Матрица [image: ] не диагональная, потому и матрица [image: ] не диагональная.

Заметим, что выражение (4.35), отличается от (4.30) наличием корреляционной матрицы .
Получить решение уравнения (4.35) можно, если привести его к системе координат относительно главных осей, а затем, получив решение, вернуться к первоначальной системе координат.
Сначала запишем уравнение (4.35) в смещенной системе координат
  [image: ]		(4.36) 
или
 [image: ]					(4.37)
Применяем к (4.37) преобразование (вращение)
[image: ]					(4.38) 
[image: ]						(4.39)
[image: ]				(4.40)
Умножим обе части (4.40) слева на [image: ], получим
[image: ]	(4.41)

где [image: ] – матрица собственных значений корреляционной матрицы [image: ] входного сигнала, которая является диагональной, поэтому компоненты вектора [image: ], а, следовательно, и компоненты вектора [image: ] не связаны между собой в уравнении (4.41).
Решение уравнения (4.41) можно найти методом индукции

[image: ]					(4.42) 

Из (4.42) следует, что алгоритм наискорейшего спуска является устойчивым и сходящийся если

[image: ]					(4.43) 
Условие сходимости выполняется, если параметр [image: ] удовлетворяет неравенству вида
[image: ]						(4.44)
где [image: ] – максимальное собственное значение матрицы [image: ].
Соотношение (4.44) является необходимым и достаточным условием сходимости алгоритма наискорейшего спуска для квадратичной рабочей функции. 
Сходимость алгоритма определяется независимо по каждой главной оси; скорость сходимости по каждой оси зависит от соответствующего знаменателя геометрической прогрессии, которые соответственно равны

[image: ] ,     [image: ]  ,…, [image: ] 		 (4.45)

Замечание 1. Последовательность проекций вектора [image: ] на каждую главную ось является чисто геометрической и определяется знаменателем, который задается соответствующим собственным значением [image: ] .

Замечание 2. Итеративный процесс в исходной системе координат можно описать, переходя от итеративного процесса (4.42)  в системе координат главных осей следующим образом: умножим слева (4.42) на матрицу главных векторов [image: ] и, используя подстановку [image: ], получим

   [image: ] 			(4.46)

Выражение (4.46) есть решение разностного уравнения для алгоритма наискорейшего спуска в исходной системе координат. 
Краткие выводы
1. В общем виде алгоритм наискорейшего спуска в исходной системе координат определяется выражением [image: ].
2. Другой вид алгоритма наискорейшего спуска определяется формулой    
                               [image: ].
3. Алгоритм устойчив, если выполняется условие [image: ].
4. В алгоритме наискорейшего спуска коррекция весовых коэффициентов     
     всегда направлена по градиенту [image: ]рабочей функции [image: ].
5. В системе координат главных осей [image: ] алгоритм имеет вид 
                                  [image: ]

4.1.3 Обучающие кривые методов Ньютона и наискорейшего спуска

Представляет интерес сравнить обучающие кривые [image: ] метода Ньютона и метода наискорейшего спуска.
Используем соотношение для рабочей функции 
  [image: ]					(4.47)
Подставим в (4.47) решение (4.31) для метода Ньютона, получим обучающую кривую для метода Ньютона
[image: ] 			(4.48)
Уравнение (4.48) описывает простую геометрическую прогрессию, знаменатель которой
  [image: ] 				(4.49)
Если в выражении (4.48) перейти к системе координат главных осей, и подставить в полученное выражение решение (4.42) для метода наискорейшего спуска, получим обучающую кривую для метода наискорейшего спуска

[image: ]	(4.50)
                                           [image: ]               
     
Учитывая, что [image: ] и [image: ] - диагональные матрицы, а произведение диагональных матриц коммутативно [image: ], поэтому 
[image: ]		(4.51)
Обучающая кривая для метода наискорейшего спуска имеет вид
[image: ]		(4.52)
где          [image: ]  					(4.53)
На рисунке 4.3 приведены обучающие кривые для метода Ньютона и метода наискорейшего спуска, построенные для [image: ]
[image: ]












                                              
Рисунок 4.3 – Обучающие кривые для метода Ньютона (1) и метода наискорейшего спуска (2).




Из графиков рисунка 4.3 видно, что при одном и том же значении  метод Ньютона обладает большей сходимостью (обеспечивает большую скорость адаптации) , чем метод наискорейшего спуска. Это связано с тем, что в методе Ньютона при движении к минимуму рабочей функции  используется информация, содержащаяся в корреляционной матрице , а в методе наискорейшего спуска не используется, что видно при сравнении выражений (4.28) и (4.32).

4.1.4 Методы оценки градиента рабочей функции

4.1.4.1 Методы измерения и ошибки измерения производной рабочей функции (ошибки оценки градиента) в системе с одним весовым коэффициентом
На каждой итерации вектор градиента не известен, поэтому необходимо находить оценку градиента. Существуют различные способы оценки градиента: «измерением производной», метод «мгновенного оценивания» градиента. Оценка градиента методом «измерения производной» является наиболее общим методом. Пусть адаптивный сумматор имеет один весовой коэффициент. Рабочая функция в этом случае имеет вид 

			(4.54)
Найдем первую и вторую производные рабочей функции (4.54)


, 					(4.55)
Для метода Ньютона требуется первая и вторая производные, эти производные определяются на основе измерения разностей (рисунок 4.4)
[image: ]



Рисунок 4.4 – Иллюстрация измерения производных  и  рабочей функции 
Из рисунка следует 

				(4.56)

				(4.57)








Предположим, что для адаптации в точках  и  требуется равное время, при этом накапливается  отсчетов для  и  отсчетов для 	 Для точки  времени не отводится, то есть измерения в этой точке не проводятся. Это приведет к ошибке измерения оценки приращения , которая определяется как увеличение рабочей функции (среднеквадратической ошибки) по формуле, полученной на основании рисунка 4.4.

				(4.58)
Для квадратичной рабочей функции, подставив в (4.58) уравнение (4.54), получим 

	(4.59) 


Определим относительного приращения  , который характеризует влияние ошибки оценки градиента на процесс адаптации и представляет собой значение среднего увеличения рабочей функции, нормированное относительно ее минимально возможного значения   

					(4.60) 

4.1.4.2 Методы измерения и ошибки измерения производной рабочей функции (ошибки оценки градиента) в системе с многими весовыми коэффициентами
Рабочая функция системы с двумя весовыми коэффициентами имеет вид 

  (4.61)


где  и  - весовые коэффициенты в смещенной системе координат;

 - корреляционная матрица входного сигнала;

 - вектор – столбец весовых коэффициентов.
На рисунке 4.5 показано измерение двумерной производной.
                                        [image: Рисунок 3-2]
                Рисунок 4.5 –Иллюстрация измерения двумерной производной.
  


Относительное приращение  рабочей функции  системы с  весовыми коэффициентами

		(4.62) 





Здесь  (4.62) учтено, что след  матрицы   равен сумме ее собственных значений (или сумме ее диагональных элементов , ) и

					(4.63)

4.1.5 Примеры


Пример 1. 

Задана адаптивная система с одним весовым коэффициентом. Входной и полезный сигналы имеют вид
                              [image: ], [image: ], [image: ]			(4.64)
Требуется найти: 
1) выражение рабочей функции, используя собственное значение корреляционной матрицы [image: ];
2) оптимальное значение [image: ] весового коэффициента;
3) минимальное значение [image: ] рабочей функции;
4) выражение обучающей кривой [image: ];
5) значение рабочей функции для первых пяти итераций, полагая, что итерация начинается с точки [image: ]. Построить график зависимости [image: ] от [image: ], [image: ].

Решение. 

 1. Определяем корреляционную матрицу входного сигнала, полагая, что имеется один весовой коэффициент
   [image: ]						(4.65)
2. Определяем корреляционную функцию полезного сигнала [image: ] 
                                           [image: ]						(4.66)
3. Определяем взаимную корреляционную функцию

                                   [image: ]				(4.67)

4. Определяем собственное значение [image: ] коррекционной матрицы [image: ]
                        [image: ],  откуда  [image: ] и [image: ]		(4.68)

5. Определяем выражение рабочей функции
[image: ] (4.69)

6. Определяем оптимальное значение коэффициента
                                  [image: ];     [image: ]			(4.70)

7. Определяем минимальное значение [image: ] рабочей функции по формуле
[image: ]		(4.71)

8. Записываем выражение рабочей функции [image: ] через собственное значение, 
             [image: ]		(4.72)

9. Записываем выражение обучающей кривой, для этого в выражение рабочей функции [image: ] вместо [image: ] подставим его выражение [image: ]
     [image: ]				(4.73)
10. Построим график зависимости [image: ] от k
11. 
Таблица 4.1 – Данные для построения зависимости [image: ] от k
	k
	0
	1
	2
	3
	4

	[image: ]
	2
	0.263
	0.194
	0.191
	0.191


[image: ]

                       [image: ]
0             1              2             3            4
2



1

                                                


                                


 

Рисунок 4.6 – График рабочей функции (обучающая кривая)

Пример 2. 

Дано [image: ]; [image: ]; [image: ]; [image: ]; (и [image: ])
Требуется:
1) записать выражение рабочей функции;
2) определить первые пять значений весового коэффициента [image: ], если [image: ]   
 ([image: ] – весовой коэффициент при [image: ]);
3) записать выражение обучающей кривой и построить ее график для [image: ]


Решение.

1.Выражение рабочей функции имеет вид 
                                       [image: ]			(4.74)
2. Выражение для весового коэффициента определяем из уравнения (для [image: ])

[image: ]	(4.75)

Таблица 4.2 – Таблица значений весового коэффициента [image: ] при различных [image: ]
	[image: ]
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	[image: ]
	0
	1.6
	1.92
	1.984
	1.9968
	1.99936



3. Выражение для обучающей кривой и её график для [image: ] имеют вид
[image: ]			(4.76)
[image: ]

Таблица 4.3 – Данные для построения зависимости [image: ] от k
	[image: ]
	0
	1
	2

	[image: ]
	0.4
	0.016
	0.0006



[image: ]
0                            1                            2
[image: ]
0,4



0,2










Рисунок 4.7 – График рабочей функции (обучающая кривая)

4. Для [image: ] выражения для [image: ] и [image: ] имеют вид 
[image: ]; [image: ]; [image: ]; [image: ]; [image: ], [image: ]
[image: ]

Таблица 4.4 – Данные для построения зависимости [image: ] от k
	[image: ]
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	[image: ]
	0.4
	0.144
	0.0512
	0.0184
	0.0067
	0.0024



                                    [image: ]
Рисунок 4.8 – График рабочей функции (обучающая кривая)

Пример 3. 

Задана рабочая функция адаптивной системы с одним весовым коэффициентом 
                                     [image: ]				(4.77)
Требуется найти:
1) выражение алгоритма метода Ньютона;
2) оптимальное значение весового коэффициента [image: ], используя начальное значение коэффициента, равное нулю [image: ];
3) семь  значений [image: ]  , начиная с [image: ].

Решение. 
1. Найдем выражение алгоритма метода Ньютона
      [image: ]		(4.78)
2. Используя выражение первой производной, определим значение весового коэффициента
                                       [image: ]				(4.79)
[image: ]				[image: ]				[image: ]
3. Поскольку рабочая функция неквадратичная, то оптимальное значение [image: ] коэффициента и минимальное значение [image: ] рабочей функции найдем, подставив в уравнение рабочей функции найденные значения весового коэффициента.
[image: ]                                      [image: ]                                       (4.80)
[image: ]                                    [image: ]
[image: ]                                  [image: ]
Таким образом, оптимальное значение весового коэффициента
                                                [image: ]                                                               (4.81)
Минимальное значение [image: ] рабочей функции
                                      [image: ]                                                                    (4.82)
4. Находим семь значений [image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]                         (4.83)
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]


4.1.5 Вопросы для самоконтроля

1. Назовите градиентные методы поиска.
2. Что такое обучающая кривая.
3. Запишите дискретную форму метода Ньютона для одного коэффициента.
4. Запишите дискретную форму метода Ньютона для многих коэффициентов.
5. За сколько шагов можно определить один оптимальный весовой коэффициент методом Ньютона?
6. Запишите алгоритм наискорейшего спуска в исходной системе координат.
7. При каких значениях [image: ] устойчив алгоритмы метода Ньютона и наискорейшего спуска?
8. 

4.2 Адаптивная обработка сигналов адаптивными системами на основе КИХ и БИХ- фильтров методом наименьших квадратов

4.2.1 Обработка сигналов адаптивной системой на основе КИХ- фильтров методом наименьших квадратов

Метод наименьших квадратов, как и метод Ньютона и наискорейшего спуска, нашел широкое применение в системах с адаптивным линейным сумматором. От метода Ньютона и метода наискорейшего спуска метод наименьших квадратов отличается тем, что он является более простым в вычислениях и не требует определения оценок градиента в измерительном канале или повторных вводов данных.
В методе наименьших квадратов оценка градиента находится как частные производные квадрата ошибки [image: ] по весовым коэффициентам[image: ]   
[image: ] 		(4.84)
Метод наименьших квадратов по виду совпадает с методом наискорейшего спуска и отличается только способом определения оценки градиента
[image: ]			(4.85)
где [image: ] - параметр, определяющий скорость сходимости [image: ].
   
Каждый компонент градиента квадрата ошибки [image: ] определяется по единственному отсчету данных и без введения приращения в вектор весовых коэффициентов. 

4.2.1.1 Сходимость метода наименьших квадратов

Важной характеристикой метода является сходимость вектора [image: ] весовых коэффициентов к оптимальному вектору [image: ]. 
Поскольку оценка градиента (4.85) является несмещенной оценкой, то в некоторых случаях можно привести метод наименьших квадратов к методу наискорейшего спуска
[image: ]					(4.86) 
В общем случае вектор весовых коэффициентов является функцией предыдущих векторов входного сигнала [image: ]. Если входной сигнал – стационарный процесс, то математическое ожидание [image: ] вектора весовых коэффициентов [image: ] при усреднении по большому числу итераций сходится к винеровскому оптимальному вектору [image: ] , если [image: ]  удовлетворяет соотношению
  [image: ]    ,						 (4.87)
где [image: ] – наибольшее собственное значение матрицы [image: ] входного сигнала.
Заметим, что скорость адаптации и составляющая шума вектора весовых коэффициентов зависят от [image: ], а значение [image: ] не превышает следа матрицы [image: ], равного сумме ее диагональных элементов
 [image: ]				(4.88) 
Для линейного сумматора
[image: ]  ,			(4.89) 
где [image: ] - мощность входного сигнала.
Таким образом, среднее значение вектора весовых коэффициентов сходится в общем случае, если
[image: ]					(4.90) 
Для КИХ-фильтра, если известна мощность входного сигнала, можно использовать соотношение вида 
[image: ]				(4.91) 
Процесс сходимости метода наименьших квадратов можно увидеть, если построить зависимость ошибки от числа итераций [image: ]
 [image: ] ,			 (4.92)
где [image: ] – случайный сигнал.


4.2.1.2 Обучающая кривая для метода наименьших квадратов

  Обучающая кривая (зависимость рабочей функции [image: ] от числа итераций [image: ]) имеет вид 
[image: ] 			(4.93)
  Затухает обучающая кривая в соответствии с [image: ] знаменателями геометрической прогрессии
[image: ],  [image: ], 			(4.94)
при этом постоянная времени [image: ] приближения   [image: ]– го элемента вектора весовых коэффициентов к оптимальному значению равна
[image: ],  [image: ]			(4.95)
Постоянная времени [image: ]  [image: ]– ой составляющей обучающей кривой равна
[image: ]  [image: ]			(4.96) 
   Постоянная времени [image: ] процесса адаптации метода наименьших квадратов равна постоянной времени n – ой составляющей обучающей кривой.
[image: ]					(4.97)
          

4.2.1.3 Относительное среднее значение рабочей функции метода наименьших квадратов

 Среднее значение рабочей функции [image: ] 
[image: ]			(4.98) 
Зная [image: ], определяем относительное среднее
[image: ]	(4.99) 
[image: ]				(4.100)


4.2.1.4 Сравнение метода наименьших квадратов и метода наискорейшего спуска

Как было отмечено выше, отличительной особенностью метода наименьших квадратов от метода Ньютона и метода наискорейшего спуска является способ оценки градиента [image: ] на каждом шаге итерации, и этот способ априори предполагает, что рабочая  функция квадратичная. Сравнение метода наименьших квадратов и метода наискорейшего спуска проведем, используя характеристики методов: 1) относительное среднее значение [image: ] рабочей функции; 2) относительное приращение P; 3) относительная точность [image: ] оценки параметра; 4) постоянная времени [image: ] [image: ]– ой составляющей обучающей кривой; 5) постоянную времени [image: ] процесса адаптации.
Относительное среднее значение [image: ]  рабочей функции [image: ]; 
а) метод наискорейшего спуска 
[image: ]      ;			(4.101)
б) метод наименьших квадратов 
[image: ]   		(4.102)
Относительное приращение [image: ] 

а) метод наискорейшего спуска 
[image: ]  ;					(4.103)
 б) метод наименьших квадратов – [image: ] не существует, ибо не используется разностный метод.

Постоянная времени [image: ] [image: ]– ой составляющей обучающей кривой
а) метод наискорейшего спуска 
[image: ]    ; 					(4.104)
б) метод наименьших квадратов 
[image: ] 					(4.105)
Постоянная времени [image: ] процесса адаптации
 
а) метод наискорейшего спуска 
[image: ]; 					(4.106)
б) метод наименьших квадратов 
[image: ]				(4.107) 
 Относительная точность [image: ] оценки параметра

а) метод наискорейшего спуска 
[image: ]; 					(4.108)
б) метод наименьших квадратов, учитывая, что [image: ],
[image: ]						(4.109)



4.2.2 Адаптивная обработка сигналов адаптивной системой на основе
БИХ- фильтров методом наименьших квадратов

Для вывода метода наименьших квадратов представим выходной сигнал рекурсивного фильтра в виде разностного уравнения 
[image: ]				(4.110) 
Вектор весовых коэффициентов фильтра с учетом наличия коэффициентов     [image: ]    и    [image: ]    представим следующим образом 
                                      [image: ] 			(4.111)
Входной сигнал фильтра с учетом сигналов [image: ] и  [image: ]   представим в виде
                                  [image: ]		(4.112)
Найдем оценку  градиента [image: ] функции [image: ] ( квадрата ошибки) на [image: ]-ой итерации
[image: ]	(4.113)
Поскольку выходной сигнал  [image: ]  является рекурсивной функцией, то вычисление производных в уравнении (4.113) производится по формулам 
[image: ]	(4.114)
[image: ]	(4.115)
С учетом (4.114) и (4.115) приведем выражение для  градиента [image: ]
[image: ]    (4.116)
Запишем выражение метода наименьших квадратов
                                      [image: ] ,					(4.117)
где
[image: ]					(4.118)
– диагональная матрица, в общем случае имеющая некоторый параметр сходимости [image: ] для каждого коэффициента [image: ] и некоторый параметр [image: ] для каждого коэффициента [image: ].
Алгоритм определения оптимальных весовых коэффициентов методом наименьших квадратов можно записать следующим образом
[image: ](4.119)
                                               [image: ]						(4.120)
[image: ]			(4.121)
[image: ]		(4.122)
[image: ]		(4.123) 
                                               [image: ]				(4.124) 
При вычислении на нулевом шаге (нулевой итерации  [image: ]) задаемся следующими величинами:
 а) начальным вектором весовых коэффициентов (значения коэффициентов произвольное, но разумное, например, их можно задать равными нулю или единице, или другим значениям). Пусть вектор весовых коэффициентов равен нулевому вектору-столбцу
                                      [image: ] ;					 (4.125)
б) начальными значениями  параметров [image: ] и [image: ], равными нулю,  поскольку они неизвестны;
в)  матрицей   [image: ], причем параметры [image: ] и [image: ]  также выбираем произвольно из условия [image: ], [image: ].

  					(4.126)
Используя уравнения (4.120) – (4.124), вычисляем   для [image: ]  вектор весовых коэффициентов [image: ]. Задавая  [image: ],  определяем оптимальный вектор весовых коэффициентов.    


4.2.3 Примеры

Пример 1. 
Задан адаптивный сумматор с одним входом (рисунок 4.9).
[image: ]
Рисунок 4.9 – Адаптивный сумматор с одним входом

Требуется записать алгоритм наименьших квадратов для отдельного весового коэффициента [image: ].

Решение.
Воспользуемся формулой алгоритма метода наименьших квадратов [image: ] и запишем алгоритм наименьших квадратов для отдельного весового коэффициента
[image: ] , 		(4.127)
откуда
[image: ].		(4.128)


Пример 2. 
На первый вход адаптивного линейного сумматора (рисунок 4.10) с двумя весовыми коэффициентами [image: ] и [image: ] подается полезный сигнал [image: ] и случайный сигнал [image: ], средняя мощность которого [image: ]  и который суммируется с сигналом [image: ]. На второй вход сумматора подается полезный сигнал [image: ], [image: ] Отсчеты случайного сигнала независимы, отсчеты полезного сигнала, входного сигнала и случайного сигнала не коррелированны.

[image: ]
Рисунок 4.10 – Адаптивный сумматор с двумя весовыми коэффициентами

Требуется найти: 
1) рабочую функцию [image: ]; 
2) оптимальные коэффициенты [image: ] и [image: ];
3) минимальное значение [image: ] рабочей функции [image: ]; 
4) след матрицы [image: ], [image: ]; 
5) границы параметра сходимости [image: ]; 
6) постоянную [image: ] времени обучающей кривой [image: ]; 
7) постоянную времени адаптации [image: ].

Решение
1. Определим корреляционную матрицу [image: ] случайно сигнала [image: ] 
[image: ]					    (4.129)
[image: ],   (4.130)
или                           [image: ].					(4.131)
2. Определим взаимную корреляционную матрицу [image: ] 
[image: ]
[image: ] (4.132)
                         [image: ]
3.Определим корреляционную матрицу полезного сигнала 
                               [image: ] 							(4.133)
4.Зная [image: ],  [image: ] и [image: ], записываем рабочую функцию
                             [image: ]				(4.134)
[image: ]
5. Определим оптимальные весовые коэффициенты, используя уравнение Винера-Хопфа
                      [image: ]						(4.135)
        [image: ]					(4.136)
          [image: ], 					(4.137)
откуда                            [image: ]							(4.138)
6. Определим минимальное значение [image: ] рабочей функции
     [image: ]			(4.139)
7. Определим след матрицы по формуле 
                                        [image: ]						(4.140)
а) определяем собственные значения матрицы [image: ] 
                          [image: ]				(4.141)
[image: ];           
б) находим след матрицы [image: ]
                            [image: ]					(4.142)
8. Определяем границы параметра сходимости [image: ] 
а) [image: ]					(4.143)
б) [image: ]					(4.144)
Видно, что границы для параметра [image: ] в случае б) более жесткие. Берем[image: ]
9.Находим постоянную времени адаптации [image: ] обучающей кривой для [image: ]
    [image: ], [image: ], [image: ]				(4.145)
    [image: ]           [image: ]
10. Определим постоянную времени адаптации [image: ] 
                                            [image: ], [image: ]					(4.146)
           [image: ] (1 отсчет)                                [image: ] (6 отсчетов)
11. Находим выражение рабочей функции [image: ] в системе координат главных осей:
а) сначала запишем рабочую функцию в обычной системе координат
  [image: ];				(4.147)
б) полагая [image: ], запишем рабочую функцию в смещенной системе координат 
[image: ]				(4.148)
       [image: ];
в) найдем выражение рабочей функции в системе координат главных осей. Для этого представим вектор [image: ], а так же матрицу [image: ], тогда
[image: ]			(4.149)
Здесь учтено, что [image: ]. Получим обучающую кривую метода наименьших квадратов
[image: ](4.150)
Пример 3. 
Имеется некоторая неизвестная система («черный ящик»), на вход системы поступает сигнал [image: ], выходной сигнал  неизвестной системы [image: ]. Необходимо найти передаточную функцию неизвестной системы, используя метод наименьших квадратов.
[image: ]			(4.151)
       
 Решение.
Для идентификации неизвестной системы используем адаптивную систему на основе линейного сумматора с двумя весовыми коэффициентами.  Структурная схема для определения передаточной функции неизвестной системы представлена на рисунке 4.11.

[image: ]
Рисунок 4.11 – Схема идентификации неизвестной системы линейным сумматором с двумя весовыми коэффициентами

1. Определяем отсчеты входного и полезного сигналов (сигналы периодические) [image: ]=(0, 0.951, 0.588, -0.588, -0.951, 0.0, 0.951,0.588,….), [image: ] =(1.0, 0.309, -0.809, -0.809, 0.309, 1.0, ...).

2.Задаемся некоторым, но разумным начальным вектором весовых коэффициентов, например,  [image: ] – вектор весовых коэффициентов на 0-итерации.

3.Задаемся показателем сходимости процесса [image: ] 

4. Рассчитываем весовые коэффициенты линейного сумматора на каждом шаге до тех пор, пока ошибка [image: ] не станет  очень малой, например, меньше 0.001.


Нулевой шаг   [image: ] 
      Задаемся начальными весовыми коэффициентами
                      [image: ];							(4.152)
   определяем выходной сигнал
                      [image: ];  			(4.153)
   определяем ошибку 
 [image: ] ;						(4.154)
   определяем весовые коэффициенты
[image: ](4.155)

Первый шаг   [image: ] 
   определяем выходной сигнал
                     [image: ]; 		(4.156)
определяем ошибку
                       [image: ];			(4.157)
   определяем коэффициенты
[image: ](4.158)

Второй шаг [image: ]
    Определяем выходной сигнал  
     [image: ]; 			 (4.159)
     определяем ошибку
[image: ];						(4.160)
  определяем весовые коэффициенты
[image: ](4.161)
Третий шаг [image: ]
  Определяем выходной сигнал
[image: ];    (4.162)
определяем ошибку
[image: ];					(4.163)
определяем весовые коэффициенты
[image: ]    (4.164)
и т.д. 
Ответ:  Передаточная функция неизвестной системы имеет вид [image: ]
Пример 4.
 Имеется некоторая неизвестная  система («черный ящик»), на вход системы поступает сигнал [image: ], на выходе системы имеется сигнал [image: ].  Необходимо определить передаточную функцию неизвестной системы используя метод наименьших квадратов.
Для корректирования передаточной функции неизвестной системы применим обратное адаптивное моделирование (рисунок 4.12). В качестве адаптивной системы используем БИХ- фильтр 2-го порядка с передаточной функцией вида
     [image: ]     					(4.165)
[image: C:\Users\Сергей\YandexDisk\Документы\Книга Рясного\Рисунки\04 Рисунки Глава 4\Рисунок пример 10-4.jpg]
Рисунок 4.12 – Структурная схема корректирования передаточной функции неизвестной системы

Решение.
Пусть неизвестная система представляет собой БИХ- фильтр нижних частот с передаточной функцией вида
                                      [image: ]				(4.166)
Алгоритм определения оптимальных весовых коэффициентов методом наименьших квадратов можно записать следующим образом
                                              [image: ]						(4.167)
             [image: ]				(4.168)
   [image: ] 			(4.169)
   [image: ]			(4.170) 
[image: ]					(4.171) 
1.Определяем отсчеты входного сигнала неизвестной системы по формуле
[image: ]    (4.172)
2.Определяем отсчеты сигнала на выходе адаптивного БИХ-фильтра по формуле
[image: ]		(4.173)
3.Задаемся начальным значением матрицы [image: ] и начальным значением вектора весовых коэффициентов      [image: ]      

4. Процесс итерации начинаем с нулевого шага  [image: ]   
Определяем отсчеты сигнала на выходе адаптивного БИХ- фильтра 
[image: ]		(4.174)
определяем ошибку            
  [image: ] ;						(4.175)
 определяем коэффициенты    [image: ] ;   
[image: ];		(4.176)
[image: ]; 		(4.177)
  определяем   коэффициенты       [image: ]
                             [image: ];				(4.178)
                            [image: ]				(4.179)
 определяем градиент          
  [image: ];		(4.180)
 определяем   весовые коэффициенты        
[image: ] 					(4.181)
Первый шаг [image: ]   
Определяем отсчеты сигнала на выходе адаптивного БИХ- фильтра 
[image: ] 			 (4.182)
определяем ошибку         
                              [image: ]  ;					(4.183)
определяем коэффициенты [image: ]   ;  
   [image: ]; 		(4.184)
 определяем коэффициенты       [image: ]
    [image: ];			 (4.185)
 определяем градиент  
[image: ];   	(4.186)
определяем весовые коэффициенты        
[image: ] 			(4.187)
· и т.д. 
4.2.4 Вопросы для самоконтроля
1. В чем состоят различия между методом наименьших квадратов и методом наискорейшего спуска?
2. Как определяется оценка градиента в методе наименьших квадратов?
3. Как влияет мощность входного сигнала на параметры адаптации в методе наименьших квадратов?
4. В чем различия применения метода наименьших квадратов для КИХ и БИХ-фильтров?
5.Алгоритм поиска оптимальных коэффициентов линейного адаптивного сумматора методом наименьших квадратов.

6. Алгоритм поиска оптимальных коэффициентов БИХ-фильтра методом наименьших квадратов.




4.3 Адаптивная обработка сигналов адаптивными системами на основе КИХ и БИХ- фильтров методом последовательной регрессии


4.3.1 Идеальный алгоритм адаптивной обработки сигналов – идеальный алгоритм поиска оптимальных весовых коэффициентов

Метод наименьших квадратов, метод Ньютона и наискорейшего спуска широко используется в системах с адаптивным линейным сумматором. Наряду с данными методами также широко используется метод последовательной регрессии, который является приближением метода Ньютона и который позволяет производить поиск оптимальных коэффициентов по более прямой траектории, чем метод наискорейшего спуска. Вывод метода последовательной регрессии основан на выражении идеального алгоритма, вывод которого, в свою очередь, основан на выражении метода Ньютона

                                             				(4.188)
в предположении наличия следующих идеальных условий:

а) значение параметра сходимости  ; 

б) вектор градиента       точно известен на каждой итерации;

в) точно известна матрица  .              



 Если первые два условия не выполняются, а при определении оценки градиента взять квадрат ошибки , а не рабочую функцию  , то уравнение (4.188) можно записать в  виде 

                                             ,				(4.189) 
где

                                               						(4.190)

  ,					(4.191) 


Параметр , от которого зависит устойчивость и скорость сходимости процесса адаптации, имеет область значений 


Введя в уравнение (4/189) масштабный множитель , получим выражение, совпадающее с выражением метода наискорейшего спуска 

 , 			(4.192)









Это выражение является идеальным методом (алгоритмом) поиска оптимальных весовых коэффициентов при условии, что  точно известна обратная матрица   входного сигнала . Идеальный алгоритм – это некоторый эталон для сравнения характеристик рассмотренных методов. Заметим, что адаптация по методу наименьших квадратов осуществляется в соответствии с формулами для метода наискорейшего спуска, в котором определяется  градиент квадрата ошибки  , а не рабочей функции    как в методе наискорейшего спуска; адаптация по идеальному алгоритму производится в соответствии с формулами для метода Ньютона при замене   на  . При равных собственных значениях метод наименьших квадратов и идеальный алгоритм имеют одну и ту же постоянную времени  -ой составляющей обучающей кривой (  ). При различных собственных значениях сходимость метода наименьших квадратов медленнее сходимости идеального алгоритма. 
Получим выражение для среднего значения СКО. 

Среднее значение СКО       равно

  (4.193)



Полагая, что , и заменяя произведение  на сумму диагональных элементов матрицы   , получим

					(4.194)

Идеальный алгоритм имеет сходимость в  раз быстрее, чем метод наименьших квадратов.


4.3.2 Адаптивная обработка сигналов адаптивными КИХ -фильтрами  
методом последовательной регрессии  







В идеальном алгоритме, как и в методе наименьших квадратов переход от начального вектора весовых коэффициентов  к оптимальному вектору  осуществляется  по прямой, а не по траектории наискорейшего спуска из-за наличия  матрицы  . Однако матрица , как правило, неизвестна, поэтому для получения алгоритма, близкого к идеальному, необходимо найти способ получения и вычисления хотя  бы оценки  матрицы . Предложено следующее выражение для оценки матрицы  


   ,		 (4.195)
где               

, 					(4.196)

,					 (4.197)


  -некоторый коэффициент, выбираемый эмпирически. 
Оценка оптимального вектора весовых коэффициентов, как и прежде, определяется из уравнения Винера-Хопфа

                                                     					 (4.198)


Оценку матрицы ,  найдем аналогично оценке матрицы    

		 (4.199)
     



Так как  матрица   является оценкой матрицы ,  то есть почти совпадает с точностью до множителя      ,   тогда

 ,					 (4.200)

 и                                                                                          (4.201)
Выражение метода последовательной регрессии для линейного сумматора в общем виде  

  			(4.202)

Основной трудностью при использовании метода последовательной регрессии является необходимость на каждом шаге итерации вычислять обратную матрицу , используя итеративную формулу 

 ,	 (4.203)

где                                               					(4.204)


Когда адаптивный процесс приближается к установившемуся состоянию, то есть количество итераций  велико, тогда выражение (4.202) принимает вид

 			(4.205)

В качестве начального вектора  для стационарных процессов предложено выбирать  матрицу вида 

, 					(4.206)


где  ,  -большая постоянная, например,   . 






Замечание. Параметр   можно оценивать по фактическим данным. В случае нестационарных сигналов необходимо, как правило, уточнять . Если   отсутствуют полностью данные о статистических свойствах   сигнала, тогда значение   выбирают в интервале. На практике   выбирают равным  .

Алгоритм метода последовательной регрессии при адаптивной обработке сигналов адаптивными КИХ- фильтрами 


Нулевой шаг 

1. Определяем длину  стационарного сегмента сигнала в  случае, если сигнал нестационарный.

2.Определяем коэффициент  по формуле 

                                                   						(4.207)                                                          


На практике выбирают   в пределах    


3. Задаем вектор весовых коэффициентов , например, 

4.Определяем  сигнал   на выходе КИХ-фильтра по формуле свертки

				 (4.208)

5. Определяем ошибку   выходного сигнала по формуле  

                                         ,					 (4.209)

 где - полезный сигнал

6. Задаем матрицу  

  ,					 (4.210)


где    - некоторая постоянная , выбираемая в пределах   

7. Выбираем .
8. Определяем весовые коэффициенты


  				 (4.211)

Первый шаг   

 1. Определяем матрицу 

                                          					(4.212)

2. Определяем параметр 

					 (4.213)

3. Определяем матрицу 

				(4.214)

4.Определяем сигнал  на выходе КИХ- фильтра по формуле

				(4.215) 

5. Определяем ошибку   выходного сигнала по формуле 

                                        ,						(4.216)

 где - полезный сигнал
6. Определяем весовые коэффициенты

 			(4.217)


Второй и последующие шаги   осуществляются по процедуре первого шага, последовательно проводя вычисления по формулам общего вида

				(4.218)

                                               (4.219)

 						(4.220)

                                            						 (4.221)

				(4.222)

  		(4.223)


4.3.3 Адаптивная обработка сигналов адаптивными БИХ -фильтрами  
методом последовательной регрессии  
    . 
Простейший способ получить выражение метода последовательной регрессии для рекурсивного фильтра состоит в преобразовании выражения метода последовательной регрессии (4.202) для нерекурсивного фильтра   

  			(4.224)







Заменим в уравнении (4.224)  на ,  на ,  на     , кроме того, вместо градиента  поставим выражение градиента

  , 		(4.225)
тогда получим метод последовательной регрессии для рекурсивного фильтра (БИХ-фильтра) 

, 			(4.226)
где

 	(4.227)

Алгоритм метода последовательной регрессии при адаптивной обработке сигналов адаптивными БИХ- фильтрами можно записать следующим образом.

 					(4.228)

		(4.229)

	(4.230)

		 (4.231)

					(4.232) 

					(4.233)

				(4.234)

		(4.235)



При вычислении на нулевом шаге (нулевой итерации ) , как и раньше, задаемся следующими величинами: а) начальным вектором весовых коэффициентов (значения коэффициентов произвольное, но разумное, например, их можно задать равными нулю или единице, или другим значениям); б) начальными значениями  параметров и , равными нулю;






в)  матрицей   , причем параметры  и   также выбираем произвольно из условия , ;     г) матрицей .                                 


Вычисляем  для   вектор весовых коэффициентов.

 Задавая   определяем оптимальный вектор весовых коэффициентов. 



4.3.4 Примеры

Пример 1. 


Имеется некоторая неизвестная система («черный ящик»), на вход системы поступает сигнал , на выходе системы имеется сигнал . Необходимо определить передаточную функцию неизвестной системы, используя метод последовательной регрессии

                             ,			(4.236)
используя адаптивную систему на основе линейного сумматора с семью весовыми коэффициентами (рисунок 4.13).
         
[image: ]
Рисунок 4.13 – Структурная схема для определения передаточной функции неизвестной системы
Решение
Для определения отсчетов полезного сигнала полагаем, что передаточная функция неизвестной системы имеет вид

                                      				(4.237)

1.Определяем отсчеты входного сигнала неизвестной системы по формуле


(4.238)
2. Определяем отсчеты сигнала на выходе КИХ-фильтра по формуле

(4.239)



2.Задаемся начальным значением матрицы ,  значением вектора весовых коэффициентов , значением   




3.Для определения  необходимо найти корреляционную матрицу R входного сигнала и определить ее собственные значения , а затем найти , в соответствии с рекомендациями   возьмем   .  


4. Процесс итерации начинаем с нулевого шага (    )  
   определяем отсчеты сигнала на выходе КИХ-фильтра по формуле

    (4.240)

определяем ошибку


              						  (4.241)
  определяем весовые коэффициенты


   (4.242) 


Шаг первый     

определяем матрицу   



;				(4.243)

определяем выходной сигнал сумматора  


   (4.244)

определяем ошибку  


                             ; 				 (4.245)

определяем весовые коэффициенты


      (4.246)


Шаг второй    

 определяем матрицу   


   (4.247)
определяем выходной сигнал сумматора  

      (4.248) 
определяем ошибку  

                    ;				(4.249)
определяем весовые коэффициенты  

       				(4.250)
После 100 итераций получаем передаточную функцию адаптивного КИХ-
фильтра

  (4.251)

Семь отсчетов импульсной характеристики идентифицируемой системы 

 				(4.252)


Пример 2.


 Имеется некоторая неизвестная система («черный ящик», на вход системы поступает сигнал , на выходе неизвестной системы имеется сигнал , рисунок 4.14). Необходимо скорректировать передаточную функцию неизвестной системы таким образом, чтобы сигнал на выходе системы был равен входному сигналу, используя метод последовательной регрессии 

                                      	.		(4.253)

В качестве адаптивной системы используем БИХ- фильтр второго порядка. 
[image: ]
Рисунок 4.14 – Структурная схема корректирования передаточной функции неизвестной системы

Решение.
1.Пусть адаптивная система представляет собой БИХ-фильтр с передаточной функцией вида

                                      .					(4.254)
1.Определяем отсчеты входного сигнала и отсчеты сигнала на выходе неизвестной системы 

	 (4.255)

 (4.256)
 Определяем отсчеты сигнала на выходе БИХ- фильтра по формуле

                		 (4.257)





2.Задаемся начальным значением матрицы , начальным значением вектора весовых коэффициентов , матрицей , значением  и значениями . 






3.Для определения  необходимо найти корреляционную матрицу входного сигнала , определить ее собственные значения , а затем найти . Поскольку в уравнение метода последовательной регрессии  значение  входит множителем, то учтем его  в  матрице .
 

Процесс итерации начинаем с нулевого шага  

а) определяем отсчеты сигнала на выходе адаптивного БИХ- фильтра 

; (4.258)



б) определяем ошибку     ;	          	 (4.259)

в) определяем коэффициенты            

      ; 		(4.260)

г) определяем коэффициенты   

                                         ;				(4.261)
д) определяем   градиент       

;		(4.262)

е) определяем коэффициенты        

	  (4.263)
 

 Шаг первый    

а) определяем отсчеты сигнала на выходе адаптивного БИХ-фильтра по формуле

;		(4.264)

б) определяем ошибку           

                              ;

в) определяем  коэффициенты    ;         

	 (4.265)

  г) определяем  коэффициенты      

     			 (4.266)

д) определяем   градиент  

;      (4.267)


е) определяем матрицу  

    					(4.268)



ж) определяем весовые коэффициенты    


 		 (4.269)


Результаты  вычислений до  приведены в таблице
По результатам вычислений на рисунке 4.15 построены графики зависимости весовых коэффициентов и погрешность в виде разности выходного и входного сигналов от шага итерации 

Таблица 4.5 – Результаты первых пяти итераций
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 Рисунок 4.15 – Графики зависимости весовых коэффициентов и погрешность в виде разности выходного и входного сигналов от шага итерации 

Ответ.  [image: ]
    
	4.3.5 Вопросы для самоконтроля
1. Что такое идеальный алгоритм?
2. В чем различия между идеальным алгоритмом и методом последовательной регрессии?
3. Запишите выражение метода последовательной регрессии для линейного сумматора.
4. Запишите выражение метода последовательной регрессии для БИХ-фильтра.
5. Алгоритм поиска оптимальных коэффициентов линейного адаптивного сумматора методом наименьших квадратов.
6. Алгоритм поиска оптимальных коэффициентов линейного адаптивного сумматора методом последовательной регрессии.
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