Решение задачи линейного программирования, теория двойственности

	1. Перейти к канонической форме задачи линейного программирования
[image: ]
	2. Решить задачу линейного программирования в канонической форме симплекс-методом (методом искусственного базиса).

	3. Решить исходную задачу графически и отметить на чертеже точки, соответствующие симплексным таблицам, полученным при выполнении программы из п.1.

	4. Составить двойственную задачу к исходной и найти ее решение на основании теоремы равновесия.
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	Решение:

Z(X) = 2x1+15x2 → min
5x1+3x2≥30,
2x1+4x2≥26,
3x1+11x2≥54,
х1>0,
х2>0.
	Решим прямую задачу линейного программирования симплексным методом с использованием симплексной таблицы.
	Для построения первого опорного плана систему неравенств приведем к системе уравнений путем введения дополнительных переменных (переход к канонической форме).
	В 1-м неравенстве смысла (≥) вводим базисную переменную x3 со знаком минус. В 2-м неравенстве смысла (≥) вводим базисную переменную x4 со знаком минус. В 3-м неравенстве смысла (≥) вводим базисную переменную x5 со знаком минус.
5x1+3x2-x3 = 30
2x1+4x2-x4 = 26
3x1+11x2-x5 = 54
	Расширенная матрица системы ограничений-равенств данной задачи:

			5
	3
	-1
	0
	0
	30

	2
	4
	0
	-1
	0
	26

	3
	11
	0
	0
	-1
	54



	



	



	Приведем систему к единичной матрице методом жордановских преобразований.
	1. В качестве базовой переменной можно выбрать x3.
	Получаем новую матрицу:
	-5
	-3
	1
	0
	0
	-30

	2
	4
	0
	-1
	0
	26

	3
	11
	0
	0
	-1
	54



	2. В качестве базовой переменной можно выбрать x4.
	Получаем новую матрицу:
	-5
	-3
	1
	0
	0
	-30

	-2
	-4
	0
	1
	0
	-26

	3
	11
	0
	0
	-1
	54



	3. В качестве базовой переменной можно выбрать x5.
	Получаем новую матрицу:
	-5
	-3
	1
	0
	0
	-30

	-2
	-4
	0
	1
	0
	-26

	-3
	-11
	0
	0
	1
	-54



	Поскольку в системе имеется единичная матрица, то в качестве базисных переменных принимаем X = (3,4,5).
	Выразим базисные переменные через остальные:
x3 = 5x1+3x2-30
x4 = 2x1+4x2-26
x5 = 3x1+11x2-54
	Подставим их в целевую функцию:
Z(X) = 2x1+15x2
	Среди свободных членов bi имеются отрицательные значения, следовательно, полученный базисный план не является опорным.
	Вместо переменной x5 следует ввести переменную x2.
	Выполняем преобразования симплексной таблицы методом Жордано-Гаусса.
	Базис
	B
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	x3
	-168/11
	-46/11
	0
	1
	0
	-3/11

	x4
	-70/11
	-10/11
	0
	0
	1
	-4/11

	x2
	54/11
	3/11
	1
	0
	0
	-1/11

	Z(X0)
	-810/11
	-23/11
	0
	0
	0
	15/11



	Среди свободных членов bi имеются отрицательные значения, следовательно, полученный базисный план не является опорным.
	Вместо переменной x3 следует ввести переменную x5.
	Выполняем преобразования симплексной таблицы методом Жордано-Гаусса.
	Базис
	B
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	x5
	56
	46/3
	0
	-11/3
	0
	1

	x4
	14
	14/3
	0
	-4/3
	1
	0

	x2
	10
	5/3
	1
	-1/3
	0
	0

	Z(X1)
	-150
	-23
	0
	5
	0
	0



	Выразим базисные переменные через остальные:
x5 = -46/3x1+11/3x3+56
x4 = -14/3x1+4/3x3+14
x2 = -5/3x1+1/3x3+10
	Подставим их в целевую функцию:
Z(X) = 2x1+15(-5/3x1+1/3x3+10)
или
Z(X) = -23x1+5x3+150
46/3x1-11/3x3+x5=56
14/3x1-4/3x3+x4=14
5/3x1+x2-1/3x3=10
	При вычислениях значение Zc = 150 временно не учитываем.
	Матрица коэффициентов A = a(ij) этой системы уравнений имеет вид:
	A =
			46/3
	0
	-11/3
	0
	1

	14/3
	0
	-4/3
	1
	0

	5/3
	1
	-1/3
	0
	0



	



	


	Базисные переменные – это переменные, которые входят только в одно уравнение системы ограничений и притом с единичным коэффициентом.
	Решим систему уравнений относительно базисных переменных: x5, x4, x2
	Полагая, что свободные переменные равны 0, получим первый опорный план:
X0 = (0,10,0,14,56)
	Базисное решение называется допустимым, если оно неотрицательно.
	Базис
	B
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	x5
	56
	46/3
	0
	-11/3
	0
	1

	x4
	14
	14/3
	0
	-4/3
	1
	0

	x2
	10
	5/3
	1
	-1/3
	0
	0

	Z(X0)
	0
	23
	0
	-5
	0
	0



	Переходим к основному алгоритму симплекс-метода.
	Итерация №0.
	1. Проверка критерия оптимальности.
	Текущий опорный план неоптимален, так как в индексной строке находятся положительные коэффициенты.
	2. Определение новой базисной переменной.
	В качестве ведущего выберем столбец, соответствующий переменной x1, так как это наибольший коэффициент.
	3. Определение новой свободной переменной.
	Вычислим значения Di по строкам как частное от деления: bi / ai1
и из них выберем наименьшее:
min (56 : 151/3 , 14 : 42/3 , 10 : 12/3 ) = 3
	Следовательно, 2-ая строка является ведущей.
	Разрешающий элемент равен (42/3) и находится на пересечении ведущего столбца и ведущей строки.
	Базис
	B
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	min

	x5
	56
	46/3
	0
	-11/3
	0
	1
	84/23

	x4
	14
	14/3
	0
	-4/3
	1
	0
	3

	x2
	10
	5/3
	1
	-1/3
	0
	0
	6

	Z(X1)
	0
	23
	0
	-5
	0
	0
	0



	4. Пересчет симплекс-таблицы.
	Формируем следующую часть симплексной таблицы. Вместо переменной x4 в план 1 войдет переменная x1.
	Строка, соответствующая переменной x1 в плане 1, получена в результате деления всех элементов строки x4 плана 0 на разрешающий элемент РЭ=42/3. На месте разрешающего элемента получаем 1. В остальных клетках столбца x1 записываем нули.
	Таким образом, в новом плане 1 заполнены строка x1 и столбец x1. Все остальные элементы нового плана 1, включая элементы индексной строки, определяются по правилу прямоугольника.
	Для этого выбираем из старого плана четыре числа, которые расположены в вершинах прямоугольника и всегда включают разрешающий элемент РЭ.
НЭ = СЭ - (А∙В)/РЭ
СТЭ - элемент старого плана, 
РЭ - разрешающий элемент (42/3), 
А и В - элементы старого плана, образующие прямоугольник с элементами СТЭ и РЭ.
	Получаем новую симплекс-таблицу:
	Базис
	B
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	x5
	10
	0
	0
	5/7
	-23/7
	1

	x1
	3
	1
	0
	-2/7
	3/14
	0

	x2
	5
	0
	1
	1/7
	-5/14
	0

	Z(X1)
	-69
	0
	0
	11/7
	-69/14
	0



	Итерация №1.
	1. Проверка критерия оптимальности.
	Текущий опорный план неоптимален, так как в индексной строке находятся положительные коэффициенты.
	2. Определение новой базисной переменной.
	В качестве ведущего выберем столбец, соответствующий переменной x3, так как это наибольший коэффициент.
	3. Определение новой свободной переменной.
	Вычислим значения Di по строкам как частное от деления: bi / ai3
и из них выберем наименьшее:
min (10 : 5/7 , - , 5 : 1/7 ) = 14
	Следовательно, 1-ая строка является ведущей.
	Разрешающий элемент равен (5/7) и находится на пересечении ведущего столбца и ведущей строки.




	Базис
	B
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	min

	x5
	10
	0
	0
	5/7
	-23/7
	1
	14

	x1
	3
	1
	0
	-2/7
	3/14
	0
	-

	x2
	5
	0
	1
	1/7
	-5/14
	0
	35

	Z(X2)
	-69
	0
	0
	11/7
	-69/14
	0
	0



	4. Пересчет симплекс-таблицы.
	Формируем следующую часть симплексной таблицы. Вместо переменной x5 в план 2 войдет переменная x3.
	Строка, соответствующая переменной x3 в плане 2, получена в результате деления всех элементов строки x5 плана 1 на разрешающий элемент РЭ=5/7. На месте разрешающего элемента получаем 1. В остальных клетках столбца x3 записываем нули.
	Таким образом, в новом плане 2 заполнены строка x3 и столбец x3. Все остальные элементы нового плана 2, включая элементы индексной строки, определяются по правилу прямоугольника.
	Получаем новую симплекс-таблицу:
	Базис
	B
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	x3
	14
	0
	0
	1
	-23/5
	7/5

	x1
	7
	1
	0
	0
	-11/10
	2/5

	x2
	3
	0
	1
	0
	3/10
	-1/5

	Z(X2)
	-91
	0
	0
	0
	23/10
	-11/5



	Итерация №2.
	1. Проверка критерия оптимальности.
	Текущий опорный план неоптимален, так как в индексной строке находятся положительные коэффициенты.
	2. Определение новой базисной переменной.
	В качестве ведущего выберем столбец, соответствующий переменной x4, так как это наибольший коэффициент.
	3. Определение новой свободной переменной.
	Вычислим значения Di по строкам как частное от деления: bi / ai4
и из них выберем наименьшее:
min (- , - , 3 : 3/10 ) = 10
	Следовательно, 3-ая строка является ведущей.
	Разрешающий элемент равен (3/10) и находится на пересечении ведущего столбца и ведущей строки.
	Базис
	B
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	min

	x3
	14
	0
	0
	1
	-23/5
	7/5
	-

	x1
	7
	1
	0
	0
	-11/10
	2/5
	-

	x2
	3
	0
	1
	0
	3/10
	-1/5
	10

	Z(X3)
	-91
	0
	0
	0
	23/10
	-11/5
	0



	4. Пересчет симплекс-таблицы.
	Формируем следующую часть симплексной таблицы. Вместо переменной x2 в план 3 войдет переменная x4.
	Строка, соответствующая переменной x4 в плане 3, получена в результате деления всех элементов строки x2 плана 2 на разрешающий элемент РЭ=3/10. На месте разрешающего элемента получаем 1. В остальных клетках столбца x4 записываем нули.
	Таким образом, в новом плане 3 заполнены строка x4 и столбец x4. Все остальные элементы нового плана 3, включая элементы индексной строки, определяются по правилу прямоугольника.
	Получаем новую симплекс-таблицу:
	Базис
	B
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	x3
	60
	0
	46/3
	1
	0
	-5/3

	x1
	18
	1
	11/3
	0
	0
	-1/3

	x4
	10
	0
	10/3
	0
	1
	-2/3

	Z(X3)
	-114
	0
	-23/3
	0
	0
	-2/3



	1. Проверка критерия оптимальности.
	Среди значений индексной строки нет положительных. Поэтому эта таблица определяет оптимальный план задачи.
	Оптимальный план можно записать так:
	x1 = 18, x2 = 0.
	Z(X) = 2∙18 + 15∙0 = 36.

	Необходимо найти минимальное значение целевой функции 
Z = 2x1+15x2 → min при системе ограничений:
5x1+3x2≥30, 		(1)
2x1+4x2≥26, 		(2)
3x1+11x2≥54, 		(3)
x1 ≥ 0, 			(4)
x2 ≥ 0, 			(5)
	Построим область допустимых решений, т.е. решим графически систему неравенств. Для этого построим каждую прямую и определим полуплоскости, заданные неравенствами.
	Построим уравнение 5x1+3x2 = 30 по двум точкам. 
	х1
	0
	6

	х2
	10
	0



	Определим полуплоскость, задаваемую неравенством. Выбрав точку 
(0; 0), определим знак неравенства в полуплоскости: 5 ∙ 0 + 3 ∙ 0 - 30 ≤ 0, т.е. 5x1+3x2 - 30≥ 0 в полуплоскости выше прямой.
	Построим уравнение 2x1+4x2 = 26 по двум точкам. 
	х1
	0
	13

	х2
	6,5
	0



	Определим полуплоскость, задаваемую неравенством. Выбрав точку 
(0; 0), определим знак неравенства в полуплоскости: 2 ∙ 0 + 4 ∙ 0 - 26 ≤ 0, т.е. 2x1+4x2 - 26≥ 0 в полуплоскости выше прямой.
	Построим уравнение 3x1+11x2 = 54 по двум точкам. 
	х1
	0
	18

	х2
	4,91
	0



	Определим полуплоскость, задаваемую неравенством. Выбрав точку 
(0; 0), определим знак неравенства в полуплоскости: 3 ∙ 0 + 11 ∙ 0 - 54 ≤ 0, т.е. 3x1+11x2 - 54≥ 0 в полуплоскости выше прямой.
	Пересечением полуплоскостей будет являться область, координаты точек которого удовлетворяют условию неравенствам системы ограничений задачи.
	Обозначим границы области многоугольника решений.
	Рассмотрим целевую функцию задачи Z = 2x1+15x2 → min.
	Построим прямую, отвечающую значению функции Z = 2x1+15x2 = 0. Вектор-градиент, составленный из коэффициентов целевой функции, указывает направление максимизации Z(X). Начало вектора – точка (0; 0), конец – точка (2;15). Будем двигать эту прямую параллельным образом. Поскольку нас интересует минимальное решение, поэтому двигаем прямую до первого касания обозначенной области.
[image: ]
	
[bookmark: _GoBack]	Прямая Z(x) = const пересекает область в точке D. Так как точка D получена в результате пересечения прямых (5) и (3), то ее координаты удовлетворяют уравнениям этих прямых:
x2=0
3x1+11x2=54
	Решив систему уравнений, получим: x1 = 18, x2 = 0.
	Откуда найдем минимальное значение целевой функции:
	Z(X) = 2∙18 + 15∙0 = 36.

	Построим двойственную задачу по следующим правилам.
	1. Количество переменных в двойственной задаче равно количеству неравенств в исходной.
	2. Матрица коэффициентов двойственной задачи является транспонированной к матрице коэффициентов исходной.
	3. Система ограничений двойственной задачи записывается в виде неравенств противоположного смысла неравенствам системы ограничений прямой задачи.
	4. Столбец свободных членов исходной задачи является строкой коэффициентов для целевой функции двойственной. Целевая функция в одной задаче максимизируется, в другой минимизируется.
	5. Условиям неотрицательности переменных исходной задачи соответствуют неравенства-ограничения двойственной, направленные в другую сторону. И наоборот, неравенствам-ограничениям в исходной соответствуют условия неотрицательности в двойственной.
	Расширенная матрица A.
	5
	3
	30

	2
	4
	26

	3
	11
	54

	2
	15
	



	Транспонированная матрица AT.
	5
	2
	3
	2

	3
	4
	11
	15

	30
	26
	54
	



	Исходная задача I
	
	Двойственная задача II

	x1 ≥ 0
	↔
	5y1+2y2+3y3≤2

	x2 ≥ 0
	↔
	3y1+4y2+11y3≤15

	2x1+15x2 → min
	↔
	30y1+26y2+54y3 → max

	5x1+3x2≥30
	↔
	y1 ≥ 0

	2x1+4x2≥26
	↔
	y2 ≥ 0

	3x1+11x2≥54
	↔
	y3 ≥ 0



	Применим теорему двойственности.
	Из теоремы двойственности следует, что Y = C∙A-1.
	Составим матрицу A из компонентов векторов, входящих в оптимальный базис.
	A = (A3, A1, A4) =
			-11/3
	5
	0

	-4/3
	2
	1

	-1/3
	3
	0



	



	



	Определив обратную матрицу D = А-1 через алгебраические дополнения, получим:
	D = A-1 =
			-9/28
	0
	15/28

	-1/28
	0
	11/28

	-5/14
	1
	-1/14



	



	



	Как видно из последнего плана симплексной таблицы, обратная матрица A-1 расположена в столбцах дополнительных переменных.
	          Тогда Y = C∙A-1 =(0, 2, 0) x
			-9/28
	0
	15/28

	-1/28
	0
	11/28

	-5/14
	1
	-1/14



	



	= (0;0;2/3)



	Оптимальный план двойственной задачи равен:
	y1 = 0, y2 = 0, y3 = 2/3.
	F(Y) = 30∙0+26∙0+54∙ 2/3 = 36.
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