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1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

 

 Дифференциальным уравнением второго порядка называ-

ется уравнение, содержащее неизвестную (искомую) функцию у(х), 

независимую переменную х, первую и  вторую производные у', у'' 

или дифференциалы ., 2

2

dx
yd

dx
dy  

 Дифференциальное уравнение второго порядка символически 

можно записать в общем виде следующим образом: 

  0,,,  yyyxF  или .0,,, 2

2









dx

yd
dx
dyyxF  

 Дифференциальное уравнение второго порядка, разрешенное 

относительно второй производной, имеет вид: 

 yyxfy  ,,  или .,, 







dx
dyyxfy  

 Решением дифференциального уравнения называется всякая 

функция, которая обращает его в тождество. Дифференциальное 

уравнение второго порядка имеет бесчисленное множество реше-

ний, которые можно представить в виде функции  .,, 21 ССxy   Эта 

совокупность решений называется общим решением. 

 Функция, получающаяся из общего решения при конкретных 

значениях постоянных С1 и С2, называется частным решением. Ча-

стное решение находится при помощи задания начальных условий: 

у(х=х0)=у0 и у'(х=х0)=у0', где х0, у0, у0'– конкретные числа. 

Задача отыскания частного решения  дифференциального 

уравнения, удовлетворяющего начальному условию, называется за-
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дачей Коши. Практически задачу Коши решают следующим обра-

зом: находят общее решение, затем в него подставляют начальные 

условия, получают систему двух уравнений, определяют произволь-

ные постоянные С1 и С2 и  подставляют их конкретные значения в 

общее решение. 

 

2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО  

ПОРЯДКА, ДОПУСКАЮЩИЕ ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА 

 

 Рассмотрим некоторые типы дифференциальных уравнений 

второго порядка, которые позволяют понизить порядок уравнения и 

привести его к уравнениям первого порядка. 

 

2.1. Дифференциальное уравнение вида  xfy   

 

 Правая часть уравнения не содержит у и у'. Уравнение решает-

ся путем последовательного интегрирования. Найдем сначала пер-

вую производную (промежуточное общее решение): 

  .)()( 1Схdxxfy   

 Интегрируя еще раз, получим общее решение: 

  .)())(( 211 CxСхdxCxy   

 

 

Пример 1. Найти частное решение уравнения хy   при за-

данных начальных условиях у(х=0)=1 и у'(х=0)=1. 
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Решение. Последовательно интегрируя, найдем сначала пер-

вую производную (промежуточное общее решение): 

  .
2 1

2

Сххdxy      (2.1) 

Интегрируя еще раз, получим общее решение: 

  .
6

)
2

( 21

3

1

2

CxСхdxCхy     (2.2) 

Так как мы интегрировали дважды, то получили две произвольные 

постоянные С1 и С2. Подставляя начальные условия в соотношения 

(2.1) и (2.2), получим С1=1 и С2=1. Следовательно, частное решение 

имеет вид: 

.1
6

3

 ххy  

 

2.2. Дифференциальное уравнение вида  уxfy  ,  

 Правая часть уравнения не содержит искомой функции у. 

Уравнение решается с помощью подстановки:  

,zy  ,zy   

где z – функция от х. Тогда исходное уравнение преобразуется в 

дифференциальное уравнение первого порядка: 

 zxfz , . 

 Решая это уравнение, найдем общее решение в виде  ., 1Сxz   

Делая обратную замену ,yz   получим еще одно дифференциаль-

ное уравнение первого порядка:  

 1,Сxу   или  ., 1Сx
dx
dy   
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Разделяя переменные и интегрируя, получим общее реше-

ние  .,, 21 ССxy   

Пример 2. Найти общее решение уравнения .уyх    

Решение. Сделаем подстановку: ,zy  .zy   Тогда исходное 

уравнение преобразуется в дифференциальное уравнение первого 

порядка с разделяющимися переменными: 

zzх   или .z
dx
dzх   

 Разделяем переменные: 

.
x

dx
z

dz
  

 Интегрируем: 

. 
x

dx
z

dz
 

 Получаем промежуточное общее решение: 

1lnlnln Cxz   или .1xCz   

 Делая обратную замену ,yz   получим еще одно дифферен-

циальное уравнение первого порядка с разделяющимися перемен-

ными:  

хСу 1  или .1хС
dx
dy

  

Разделяем переменные: .1хdxСdу   

Интегрируя, получим общее решение: 

.
2 2

2

1 СхСy   
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Пример 3. Найти общее решение уравнения .ln
x
yуyх


   

Решение. Сделаем подстановку: ,zy  .zy   Тогда исходное 

уравнение преобразуется в дифференциальное уравнение первого 

порядка: 

x
zzzх ln .      (2.3) 

 Уравнение (2.3) является однородным и решается с помощью 

подстановки:  

.,, uxuzuxzu
x
z

     (2.4) 

Подставляя (2.4) в (2.3), получим дифференциальное уравнение с 

разделяющимися переменными: 

  .lnuuxuxuх   

Сокращаем на х и разделяем переменные: 

,ln uuuxu   

.
ln x

dx
uuu

du


  

 Интегрируем: 

.
)1(ln  

 x
dx

uu
du

    (2.5) 

 Интеграл в левой части равенства (2.5) вычисляем методом за-

мены переменной: 

.1lnlnln;1ln
)1(ln  







 


ut

t
dt

u
dudttu

uu
du
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 После интегрирования (2.5) получаем промежуточное общее 

решение: 

1lnln1lnln Cxu  ; 

 xCu 11ln  ; 

1ln 1  xCu ; 

;11  xCeu  

;11  xCe
x
z

 

.11  xCxez  

Делая обратную замену ,yz   получим дифференциальное 

уравнение первого порядка с разделяющимися переменными:  

11  xCxey или 11  xCxe
dx
dy

. 

Разделяем переменные и интегрируем: .11 dxexdy xC    (2.6) 

Интеграл, стоящий в правой части, вычисляем с помощью 

формулы интегрирования по частям: 

.duvuvudv    

Тогда 

.1

1;;;

11

1

2
1111

1

1

1
1111

11111




































C
x

C
ee

C
ee

C
xedxe

C
ee

C
xe

e
C

dxevdxedvdxduxudxxeedxxe

xC
xCxCxCxC

xCxCxCxCxC

 

После интегрирования (2.6) получим общее решение: 

.1
2

11

11

C
C

x
C

ey
xC
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Пример 4. Найти общее решение уравнения .cos xx
x
yy 


   

Решение. Сделаем подстановку: ,zy  .zy   Тогда исходное 

уравнение преобразуется в дифференциальное уравнение первого 

порядка: 

xx
x
zz cos  или xx

x
zz cos   (2.7) 

 Уравнение (2.7) является линейным неоднородным и решается 

с помощью подстановки:  

., uvvuzuvz      (2.8) 

Подставляя (2.8) в (2.7), получим: 

;cos xx
x

uvuvvu   

;cos xx
x

uvuvvu 



   

.cos xx
x
vvuvu 



      (2.9) 

Квадратную скобку приравняем к нулю и решим полученное урав-

нение с разделяющимися переменными: 

;
x
vv   

Разделяем переменные и интегрируем: 

. 
x

dx
v
dv
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 Получаем: xv lnln   или .xv   Функцию v=х подставляем в со-

отношение (2.9): 

.cos xxхu   

Сокращаем на х, разделяем переменные и интегрируем: 

;cos xu   

.cos dxxdu    

.sin 1Cxu   

 Находим z: .)(sin 1 xCxuvz   

Делая обратную замену ,yz   получим дифференциальное 

уравнение первого порядка с разделяющимися переменными:  

xCxy )(sin 1 или .sin 1xCxx
dx
dy

  

Разделяем переменные и интегрируем:  

.sin 1  xdxCxdxxdy    (2.10) 

Интеграл, стоящий в правой части (2.10), вычисляем с помо-

щью формулы интегрирования по частям: 

.duvuvudv    

Тогда 

 
.sincoscoscos

cossin;sin;;sin








xxxxdxxx

xxdxvxdxdvdxduxuxdxx
 

После интегрирования (2.10) получим общее решение: 

.
2

cossin 2

2

1 CxCxxxy   
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2.3. Дифференциальное уравнение вида  ууfy  ,  

 Правая часть уравнения не содержит независимой переменной 

х. Уравнение решается с помощью подстановки:  

zy   или ,z
dx
dy

  

где z – функция от у, т.е. z= z[y(x)] – сложная функция от х . Тогда: 

.2

2

z
dy
dz

dx
dy

dy
dz

dx
dz

dx
ydy   

Исходное уравнение преобразуется в дифференциальное урав-

нение первого порядка: 

 ,, zyf
dy
dzz   

где z –  искомая функция, у – независимая переменная. 

Решая это уравнение, найдем общее решение в виде  ., 1Суz   

Делая обратную замену ,yz   получим еще одно дифференциаль-

ное уравнение первого порядка:  

 1,Суу   или  ., 1Су
dx
dy   

Разделяя переменные 

dx
Су

dy


),( 1  

и интегрируя, получим общее решение  .,, 21 ССxy   

 

Пример 5. Найти общее решение уравнения .0)( 2  уyу   

Решение. Сделаем подстановку: ,zy  .z
dy
dzy   
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Тогда исходное уравнение преобразуется в дифференциальное 

уравнение первого порядка с разделяющимися переменными: 

.02  zz
dy
dzу  

 Сокращаем на z (z≠0) и  разделяем переменные: 

.
у

dу
z

dz
  

 Интегрируем: 

. 
у

dу
z

dz
 

 Получаем промежуточное общее решение: 

1lnlnln Cуz   или .1

у
Сz   

 Делая обратную замену ,yz   получим еще одно дифферен-

циальное уравнение первого порядка с разделяющимися перемен-

ными:  

у
Су 1  или .1

у
С

dx
dy

  

Разделяем переменные: .1dxСydy   

Интегрируя, получим общее решение: 

.
2 21

2

СxСy
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

1. Дайте определение дифференциального уравнения второго по-

рядка.  

2. Дайте определения общего и частного решения дифференциаль-

ного уравнения второго порядка. 

3. Как называется задача нахождения частного решения? 

4. Как можно найти частное решение из общего? 

5. Перечислите типы дифференциальных уравнений второго поряд-

ка, допускающих понижение порядка.  

6. Каким методом решаются дифференциальные уравнения второго 

порядка, которые не содержат искомую функцию и ее производ-

ную? 

7. Каким методом решаются дифференциальные уравнения второго 

порядка, которые не содержат искомую функцию? 
8. Каким методом решаются дифференциальные уравнения второго 

порядка, которые не содержат независимую переменную? 
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