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1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  n-го 
ПОРЯДКА, ДОПУСКАЮЩИЕ ПОНИЖЕНИЕ  

ПОРЯДКА 
 

 Дифференциальное уравнение вида  xfy n )(  решается пу-

тем последовательного интегрирования. Общее решение имеет n 

произвольных постоянных: 

).,...,,( 21 nCCCxy   

Пример 1. Найти общее решение уравнения .60 2хy     

Решение. Интегрируя, найдем сначала вторую производную: 

  .20
3

6060 1
3

1

3
2 CxСхdxхy  

Последовательно интегрируя еще два раза, получим общее решение: 

  ,5)20( 21
4

1
3 CxСхdxCхy  

  .
2

)5( 32

2

1
5

21
4 СхCхСхdxСхCхy  

 

2. ЛИНЕЙНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ  n-го ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ  

КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 

 Линейные однородные дифференциальные уравнения n-го по-

рядка с постоянными коэффициентами имеют вид: 

,0...)1()(   pууdycbyаy nn    (2.1) 

где a, b,…c, d, p – константы. 

Общее решение уравнений этого типа находится с помощью 

следующей теоремы. 
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 Теорема о структуре общего решения. Общее решение ли-

нейного однородного дифференциального уравнения n-го порядка 

имеет вид: 

,...2211 nn yСуСуСу      (2.2) 

где С1, С2 , …Cn – произвольные постоянные; у1, у2 ,… yn –  линейно-

независимые частные решения уравнения (2.1). 

 Для нахождения частных решений следует предварительно со-

ставить характеристическое уравнение и найти его корни. Для 

этого в исходном уравнении (2.1) необходимо у заменить единицей, 

первую производную у' заменить на k, вторую производную у'' за-

менить на k2, … n-ю производную – на kn: 

.0... 21   pdkсkbkak nn   (2.3) 

 Частные решения зависят от вида корней  k1, k2 ,… kn характе-

ристического уравнения (2.3). 

1 случай. Корни – действительные числа, причем k1≠ k2 ≠… ≠kn 

(простые корни).  

В этом случае частные решения имеют вид: 

;1
1

xkeу  ,...2
2

xkeу  .xk
n

neу   

 Пример 1. Найти общее решение уравнения .02  ууy   

Решение. Сначала составим характеристическое уравнение: 

.0223  kkk  

        .0)2( 2  kkk  

 Находим его корни: k1=0, k2=-2 и k3=1. Тогда общее решение 

имеет вид:  
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.3
2

213
2

2
0

1
хххxx еСеССеСeCeCy    

2 случай.  Корни – действительные числа, причем k1=k2=…=kr=k 

(кратный корень, т.е. корень k встречается r раз).  

В этом случае частные решения имеют вид: 

;1
kxeу  ...,, 2

32
kxkx exyхeу  .1 kxr

n eху   

 Пример 2. Найти общее решение уравнения: 

.044  ууy  

Решение. Сначала составим характеристическое уравнение: 

.044 23  kkk  

.0)44( 2  kkk  

.0)2( 2 kk  

Находим его корни: k1=0, k2=k3=k=2. Простому корню k1 соответст-

вует частное решение .10
1

1  хxk еeу Двукратному корню k соот-

ветствуют два частных решения: 

;2
1

xeу  .2
2

xхeу   

Тогда общее решение имеет вид: .2
3

2
21

xx хeCeСCy   

 

3 случай. Корни – комплексные сопряженные числа k1,2=α±βi 

(простые мнимые корни). В этом случае частные решения имеют 

вид: 

;cos1 xeу x  .sin2 xeу x   
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Пример 3. Найти общее решение уравнения:   

.052 )2()3()4(  ууy  

Решение. Составим характеристическое уравнение: 

.052 234  kkk  

.0)52( 22  kkk  

 Находим его корни. Двукратному действительному корню  

k1=k2=k=0 соответствуют два частных решения: 

;10
1  xeу .0

2 ххeу x   

Мнимым корням 

ik 21
2

142
2

162
4;3   

соответствуют частные решения: ;2cos3 xeу x .2sin4 xeу x  

Тогда общее решение имеет вид:  

.2sin2cos 4321 xeCxeСхСCy xx    

 

4 случай. Корни – комплексные сопряженные числа, причем 

k1,2=k3,4=…=α±βi (мнимые корни кратности r). В этом случае част-

ные решения имеют вид: 

;cos1 xeу x  ;sin2 xeу x   

;cos3 xхeу x  ;sin4 xхeу x   

….. 

;cos1
1 xeху xr

n 
  .sin1 xexу xr

n   
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Пример 4. Найти общее решение уравнения:   

.02 )3()5()7(  ууy  

Решение. Составим характеристическое уравнение: 

.02 357  kkk  

.0)12( 243  kkk  

.0)1( 223 kk  

 Трехкратному действительному корню  k1=k2= k3=k=0 соответ-

ствуют три частных решения: 

;10
1  xeу ;0

2 ххeу x  .202
3 хeху x   

Находим двукратные мнимые корни: 

,0)1( 22 k  

,0)1)(1( 22  kk  

,12 k  

.17,65,4 ikk   

Им соответствуют четыре частных решения: 

;cos4 xу  ;sin5 xу   

;cos6 xху  .sin7 xху   

Тогда общее решение имеет вид:  

.sincossincos 7654
2

321 xxCxхСxCxСхСхСCy   
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Дайте определение дифференциального уравнения n-го порядка.  

2. Каким методом решаются дифференциальные уравнения n-го по-

рядка, которые не содержат искомую функцию и ее производные 

ниже n-го порядка? 

3. Какое уравнение называется линейным однородным дифферен-

циальным уравнением  n-го порядка? 

4. Какое уравнение называется характеристическим? Как оно со-

ставляется? 

5. Сформулируйте теорему о структуре общего решения линейного 

однородного дифференциального уравнения n-го порядка? 

6. Какой вид имеют частные решения линейного однородного диф-

ференциального уравнения n-го порядка с постоянными коэффи-

циентами в зависимости от типа корней характеристического 

уравнения? 
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