
 5

�������� 
 

�������� – =�� 
����� ���
��
������ �����
�
, � 
����
�� 
����!� ������ �����
������� ��
/��
� ����

-
��"��� ��A����� ��� ������
�� �

��/����� �
�. 

	����
������ ��
/��
� �
���������� ����� 
���-
���
� ����/��
� ����

��"��� ��A����� � �
���
������ � 
�����
�� �
����
 �����
���"�� �

����� �
����� ��-
��H��. 

8 ���		�
�	��
 �����
�� �
���
������ �

�
��-
���� �
H���
��� ����������. $
���
������ 
 �
��� 
��
��!��� ��	��������, �.�. �� ���
���
�
 �
�� �� �
�-
��, � ���/� �� ����


 
 ��
/��
�. 	���� ���� �

�
��-
���� ���/� �� ���
����� �� �
����
 
 ���
���
 ��
/��
�. 

8 �
���
��, � ���
�
� �� ����
�
, ��� ���
���� �
-
��, ��� 
 
����

 ������ � �������� ����!��� ��
����-
���
 ���
�
���
. *��
���� (��������) �
�� ����� ���
-
���" �� �
����
, ����/��
�, ���
����� �����, � 
����

 
������ ��H 
 �� 
� ����
��
�. 

	��/����� ������� ����� �
���
�
 ��/�� 

�����
�" �� ��� �������� �
��: 

• �� ��������� ��
/��
! 
 ����� ����

��"��� ���-
�
 
�
 �����
������ �
����� ��
�����!��� �
��, ����-
��!�
� =�� ��
/��
� (������ ����
� ��������); 

• �� �������� �
��� 
 ����� ����

��"��� ����
 
�
 
�����
������ �
����� ��
��������� ����� ��
/��
� 
(������ ����
� ��������). 

8��
���!��� ���/� ��������� �����
, � ����
�� 
�������
�� 
����" ��� �
�� �����. 

8 ������ �����
������ �����
�
 ����/��� ������ 
�������. 4�
 ������ ����������� ����� �������
� 
�-
���"����� ������ 
��� ������ 
 ����!���
� ��� ��
/�-
�
�� ��� 
 �
���
��� 
���

������ �
���
��� ������-
������. 8 ���
������� '�
�� ��
 '�
���

�!��� �

��-
�
���"�� � �
�������� �����
 ����

��"���� ���� – ��-
��

��"��� �����. 4�
 ������ ��
�����
�� �����
���"�� 
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������������ 	�	��� ��	
���. F!��� ���� �� 
8�������� �� �������� �������"! 
���

������� �� ���-
������
�, ��=���� 
��
�
��"��� �
����� ����H�� ����!�-
�� ����
�/�����
 
 ����� ���" ������� � ��� 
�
 
��� 
������"! �

��
/��
�. J�
���� � 
����"��� �������� 
�����������
�	��� �
����� ����H��, �

����� �� �����-
��!, – =�� �
����� ���
�
���, ������ ����
�� ��������� � 
����
�� #�����, � ��
 ���
������ ��H �
��� �� ���
 
 �� 
/� ����H���� ��H���. 

$

 
����

 ���"�
����� ����
����
� ����� 
��
-
�
��"���, � ����������� ������"! �������
, ��/�� ��
-
���" �
����� ���
�
���, /H���� ��������! � @���H�. 

 
�������� ��!��� ����"�!� 

 
1. $
��� ����%��. 

	���

��"��� �����, �� ����
�! �� �������!� �
�� 

�
 ��������� �
������������ �
����� �
�, ���
����� 
���H �������
� ����� 
�
 
������
���� �
����
������� 
��
/��
� �����
���"�� 
��
�
��"��� �
����� ����H��. 
2. ������ &
��� ���
'���. 

%���
��
� ����

��"��� ����
 �����
���"�� 
��
-
�
��"��� �
����� ����H�� �
���
�
����"�� �

��/����� 
� ����� �
�� 
 ��������� � ��� �� ���
�����
!: 

,ma F=  
��� ����/
���"��� ��=''
�
��� �
���
�
����"����
 m 
�������� ��
�� 
��
�����
 ����

��"��� ����
 
 ����-
������ ��		�
. 
3. $
��� �
������
 ��! �������� � (��������������. 

#
�� ���
��������
� ���� ����

��"��� ����� ��-
�
������ �� �
����, ����
��!��� =�
 ����
, � �
��
��-
����/��� ���
��� 
 
���� �� �����!. 
4. $
��� ��&
����'���� �������� ��!. 

$

 �����
������� ������

 �� ����

��"��! ���-
�� �
����� �
� ����
��
� ����
 
���� ������

������ 
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����� ����
��
�, ����
�� �����
�� �� =�� ����� �� �����-
�
� ��/��� 
� �
� � �����"����
: 

1
.

n

k
k

a a
=

= �  

 
1. ��##����$���%��� &�������' ���(���' 

"�)�����%��* )�+!� 
 

+� ���
��� 
 ����H
���� ������� �������� �	������ 
��������� �������� ����
 � 
��
�
��"��� �
����� 
����H��: 

ma F= ,                                     (1.1) 

��� 
1

n

k
k

F F
=

= � K 
�����������!��� ���� �
�, �

��/����� 

� �����. 
<�� ��� ����
��
� ����
 ������� � �H 
��
��-�����-


�� ���������
�� 2 2/a d r dt= , � �
�� � 
����� �����
��-
���� �����
�
 ��/�� ���" '����
�� ������"�
� ��
����-
���, �
�����
� (1.1) �
���
������� � ��!!������������ 
��������� �������� ��
�� � ��������
 !����: 

2

2 ( , , ).d rm F t r V
dt

=                               (1.2) 

 
 

 
 
 
 
 

�
����� 1.1 – 8����
��� 
 ���
�
������
'�
�� �
''�
���
��"��� �
�����
� 
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8 ����
����� �
����� ���
�
��� (

����� 1.1) �
'-
'�
���
��"��� �
�����
� ��
/��
� ����
 
��!� �
� 

, , ,x y zmx F my F mz F= = =�� �� ��                        (1.3) 
��� Fx, Fy, Fz K �
����

 
�����������!��� ���� �
�, 
�

��/����� � �����, �� �����������!�
� ��
. 

%
�����
� (1.3) ������!��� ��!!������������� 
����������� �������� �����������
 ��
�� � ������-
�����
 !����. 

$

 �

���
������ ��
/��

 ����
 �
''�
���
-
��"��� �
�����
� �H ��
/��
� ��/�� ���
���" � 

�
����
�� �� ������������ ��
 
(

����� 1.2): 

2

2, ,d Sma F m F
dtτ τ τ= =  

2

, ,n n n
Vma F m F= =
ρ

  (1.4) 

0,bF =  
 

��� Fτ, Fn, Fb K �
����

 
�����������!��� ���� �
�, �

-
��/����� � �����, �� ������������ ��
. 

%
�����
� (1.4) ������!��� ��!!������������� 
����������� �������� �����������
 ��
�� � �	��	�-
�����
 !����. 

# �����"! �
''�
���
��"��� �
�����
� ��/�� 
�-
���" ��� �����
 �
���
�
 ����
, ��� ���������, ��� 
 ��-
���������, �

����� �

��
� ������/�������
 �� ������. 
 

"����
 ����
�
 �������� ��������	
 ������, � 
�-
����� �� �������� �������� � ��		� ������������ ���-

� �������
��	
 	���, ����������� 
 ���� ���
�. 

��� 
����
� =��� �����
 �������
�� ����" 
����
��
� ����
, ����
�� �
�� ������ �����
���������, 
�
�� ��/�� ���" ��
������� 
� ������ ��
/��
� ����
. 
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1. <��, ���
 ��
/��
� ����
 ������ ������������ 
	��	���� x = ƒ1(t), y = ƒ2(t), z = ƒ3(t), �� ��
�����!��� �
�-
���

 ����
��
� �� ��
 ���
�
���: 

2 2 2

2 2 2, , ,x y z
d x d y d za x a y a z
dt dt dt

= = = = = =�� �� ��  

� ����� K �
����

 �
�� Fx, Fy, Fz �� =�
 ��
: 
, , .�� �� ��x y zF mx F my F mz= = =  

	����" 
 ���
�����
� �
�� ��
�����!��� �� '�
��-
���: 

2 2 2 ,x y zF F F F= + +  

cos( ; ) , cos( ; ) , cos( ; ) .yx z
FF FF i F j F k

F F F

∧ ∧ ∧
= = =  

 
)��'�� 1. 	���

��"��� ����� ������ m ��
/���� � 

��������
 �xy �������� �
�����
�� x = 2t, y = 1 + 2t2 (x, y – 
�, t – c). O�
����
�" �
��, �������!��! �� �����. 

����: m, x = 2t, y = 1 + 2t2. 
O�
����
�": .F  

�����
�. 
<�� ��� ����� ��
/���� � ��������
 �xy, ���
��� ��� 

�
''�
���
��"��� �
�����
� ��
/��
� � ���
�
������ 
'�
��: 

, .x yF mx F my= =�� ��  
$
����

 �
�� �� ��
 ���
�
���: 

2

2 4 , 0,y x
d yF my m m F mx
dt

= = = = =�� ��  

<�� ���: 
2

22, 0,dx d xx x
dt dt

= = = =� ��  

2

24 , 4.dy d yy t y
dt dt

= = = =� ��  
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O����. #
��, �������!��� �� �����, F = Fy 
 ���
��-
���� ��
�����"�� ��
 �y (

����� 1.3). 

 
2. E��
 ����� ����
���� �

���
������ ��
/��
� 
 


������� ����� ��
/��
� S = f(t), �
�����

� ����
 
 �H 

��
�� �

�
��� ρ, �� ������ ���"�����"�� ������������
 
����
, � �
����

 ����
��
� �� =�
 ��
 ��
�����!��� �� 

�������� ��
�/��
��: 

– �� �������"��! ��" 
2

2

dV d Sa
dt dtτ = =  K �������"��� 

����
��
�; 

– �� ������! ��
���" 
2 2

n
V Sa = =
ρ ρ

�
 K ��
���"��� 

����
��
�; 
– �
����
� ����
��
� �� �
��
���" 
���� ���!. 

<���� �
����

 �
�� �� ������������ ��
: 
2 2

2 , , 0.n b
d S VF m F m F
dtτ = = =

ρ
 

	����" 
 ���
�����
� �
�� ��
�����!��� �� '�
��-
���: 

2 2 , cos( ; ) , cos( ; ) .n
n

F FF F F F F n
F F

∧ ∧
τ

τ= + τ = =  
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Решение этой задачи сводится к интегрированию дифференциальных уравнений второго порядка. 
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2. )����"� �, ��"������ !���+��)�� ���(���' 
"�)�����%��* )�+!� � "�-���+��!�* ���)�"�. 

)����"� � ���(���� $��)�� "��� 
 

��� 
����
� ����
� ����� �
���
�
, �������� � 
�
���
�� �����
������ �
�����, ������ �����
����-
������� 
����


����
� �
''�
���
��"��� �
�����
� 
��
/��
�, ����� =''���
��� ���"�����"�� ��� �������-
���
 ��)��� ��������� ��������, ����!�
�
�� 
�������
��
 ��������� ������ �
���
�
. 

O���� 
� �������� �
���
����
� ��
����

��
� 
��
/��
� ����
 �������� ����
�	��� �������� .q  

*���
�	���� �������� ������������ ���
� ����-
����	
 ��
�����
 ��������, �����
 ������������ ��		� 
���
� �� �� 	
���	��: 

.q mV=                                   (2.1) 
E�
�
��� 
���
��
� ���
-

������ ��
/��
� ����
 � �
����� 
#+ �������� 

[q] = 1 ��·�/� = 1 >⋅�. 
8����
 ���
������ ��
/�-

�
� q  ���
����� ��� /�, ��� 
 
���
���" ����
, �.�. �� �������"-
��� � �
�����


 ��
/��
�, 
 

�������� ����
 ������
�	���� �������� ����
 (

����� 
2.1). 

��� �����
 ������
� �
�� �� ����

��"��! ����� 

�
 ���� � �����
� ������
��� �
���/���� �
����
 
����
��� �����
� ������	� 	���. 

+����������� ������	�� 	���, ���	����'�� �� 
����, ��������	
 ��
�����
 ��������, �����
 ���������-
��� ��
���� 	��� �� ������������ ���������
 ������� 
dt: 

.dS Fdt=                                     (2.2) 

F

Vm

. 
V

�
����� 2.1 – &��
������
��
/��
� ����
 

Sd
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4�������
��� 
����"� �
�� ��������� � ���
��-
���
�� �
�� (

����� 2.1). 

"����
 ������	 	���, ���	����'�� �� ���������-
��� ���
� � ������� ������� t, – ��� ��
���, ������ 
������������� ����&���� �� �����������&� ������	�, 
��
���� � �������� �� 0 �� t: 

0
.

t
S dS Fdt= =	 	                              (2.3) 

+����"� �
�� ��
����

���� ������
� �
�� �� ��-
��

��"��! ����� 
�
 ���� � �����
� ������
��� �
���-
/���� �
����
. 

8 ������� ������, ���
 �
�� constF = , �� 
����"� 
�
�� 
���� �
�
������
! �
�� F  �� �
���/���� �
�-
���
 t: 


 .S Ft S Ft= =                              (2.4) 
8 ����� ������ �����" 
����"�� ��/�� ���" 

���
���� ��
�� ��� �
����

 �� ���
�
������ ��
: 

0 0 0
, , ,

t t t

x x � y z zS F dt S F dt S F dt= = =	 	 	            (2.5) 

2 2 2 .x � zS S S S= + +                              (2.6) 
E�
�
�� 
���
��
� 
����"�� �
�� � �
����� #+: 

[S] = 1 ��·�/� = 1 >⋅�. 

E��
 m = const 
 ,dVa
dt

=  �� �������� ����� �
��-

�
�
 ����
 ��/�� �
������
�" � �
�� 

1

( ) .
n

k
k

d mV F
dt =

= �                              (2.7) 

%
�����
� (2.7) ��
�/��� ���
��� �� 
������

 
���
������ ��
/��
� ����

��"��� ����
 � �
''�
���
-
��"��� '�
��: ������ ����������� �� ������� �� ����-

�	��� �������� ��
�� ����� ��������
�	��
 	���� 
�	�� 	�� ��
	����)�� �� ��
��. 
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$

 
����

 ����� ������ �

�����" �������! 
(
����
��"��!) '�
�� ���
���. 

/�������� ����
�	��� �������� ��
�� �� ����-
����
 ���������� ������� ����� ������	� �����-
��
	����)�
 	��, ��
	����)�� �� ��
��, �� ��� �� 
���������� ������� (

����� 2.2): 

1 0 .mV mV S− =                                   (2.8) 
 

 
 

8����
��� 
�������� (2.8) � �
����
�� �� ���
�
-
������ ��
: 

1 0 1 0 1 0, , .x x x y y y z z zmV mV S mV mV S mV mV S− = − = − =  
<��
��� �� 
������

 ���
������ ��
/��
� ����
 

������ �

�������� � �������, ����� � �
��� ������ 
 

������ ���
�
� ������: �������!�
� �
��, �
��� ��
-
/��
� ����
, �H �����"��� 
 �������� ���
���
, �

�H� 
�
�� ���/�� ���" ����������
 
�
 ���
���
�
 ���"�� 
�� �
����
. 

0������ ��		 ������
�	��
 	�	���� (

����� 
2.3), 	�	��
'�� �� n ������������ ����
, ��������	
 
&���������	
�
 ���
� �, ��������� 
������ �������
��- 
	
 �����	-��
�����: 
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1

1

,

n

k k
k

C n

k
k

m r
r

m
=

=

�
=
�

                                    (2.9) 

��� mk – ����� ����

��"��� ����� �
�����, kr K 
��
��-
�����
� ����� �
�����, Σmk = � – ����� �
����� ����

-
��"��� ����� 
�
 ���, ��
���!�
� �
�����. 
 
 

 
 
 
#�
���

���� �����
��� 
�������� (2.9) �� ���
�
-

������ ��
, �����
� ��
�/��
� ��� ��
������
� ���
�
-
��� ����
� ����: 

1 1 1 1

1 1

, ,

n n n n

k k k k k k k k
k k k k

C Cn n

k k
k k

m x m x m y m y
x y

M Mm m
= = = =

= =

� � � �
= = = =
� �

 

1 1

1

,

n n

k k k k
k k

C n

k
k

m z m z
z

Mm
= =

=

� �
= =
�

                     (2.10) 

��� xk, yk, zk – ���
�
���� �����, ��
���!�
� �
�����. 
�������

� ���
��� ����, ����������� � ����
����� 

�
����� ���� @���
: 
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1 1

1

,

n n

k k k k
k k

C n

k
k

G r C r
r

GG
= =

=

� �
= =
�

                      (2.11) 

��� 
1


 .
n

k k k
k

G m g G m g Mg
=

= = =�  

$� '�
���� (2.11) ��
��������� ����/��
� ����
� 
��/���
 ���
���� ����, �.�. ��� ���
��� ���, �������
��� � 
����
����� �
����� ���� @���
, ����
 ���� ����� 
��������" � ����
�� ��/���
 ���
���� ����. O���
���, ��� 
�����
� � ����
� ���� ���
����� ���� ����� ��� ���, 
�������
��� � �!��� �
����� ����. 

*���
�	���� �������� 	�	���� ������������ 
����
 ��������	
 ��
��� ,Q  ������ &���������	
�� 
	���� 
�����	��� �������� �	�� ����
 	�	����: 

1
.

n

k k
k

Q m V
=

= �                               (2.12) 

$
���

�� 
�������� (2.12) �� ���
�
������ ��
 
�xyz, �������� 

1 1 1
, , .

n n n

x k kx y k ky z k kz
k k k

Q m V Q m V Q m V
= = =

= = =� � �    (2.13) 

$� '�
����� (2.13) ���
���!��� �
����

 ���
-
������ ��
/��
� �����
������ �
����� �� ��
 ����
����� 
�
����� ���
�
���. 

	����" ���
������ ��
/��
� �
����� ����

��"��� 
����� ��
��������� ��
�/��
��: 

2 2 2 .x � zQ Q Q Q= + +                          (2.14) 
��� ���
���� ���� ���
������ ��
/��
� ������ ��-

�
����" ��
�� ���
���" ����
� ����: 
,CQ MV=                               (2.15) 

�.�. 
�����	��� �������
 	�	���� ����� ������������ 
��		� �	�� 	�	���� �� 	
���	�� �� )����� ��		. 

&��
������ ��
/��
� 
 ����
 ���� �����
������ 
�
����� ��
����

��!� 
���
������
� ����� �

 �����-
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�����"��� ��
/��

 �
�����, 
, ���
 ��
/��
� �����
-
������ �
����� ���/���, �� ����������"��! ����" =���� 
��
/��
� ������ � ����
�� ����. 

��� �����
������ �
����� ���
��� �� 
������

 ��-
�
������ ��
/��
� � �
''�
���
��"��� '�
�� ���
��-
������ � �
�� 

1
,

n �
k

k=

dQ F
dt

= �                                 (2.16) 

�.�. ������ ����������� �� ������� �� ����
�	��� 
�������� ������
�	��
 	�	���� ����� �������� 
������� �	�� ���2��� 	��, ��
	����)�� �� 	�	����. 

8 ���
�
������ '�
�� ���
��� 
���� �
� 

1 1 1
, , .

n n ny� � �x z
kx ky kz

k k k

dQdQ dQF F F
dt dt dt= = =

= = =� � �  

$

 
����

 ����� ���
��� �� 
������

 ���
����-
�� ��
/��
� �����
������ �
����� ������� �

�����" � 
�������� (
����
��"���) '�
��: 

1 0
1

,
n e

k
k

Q Q S
=

− = �                            (2.17) 

��������� ����
�	��� �������� ������
�	��
 	�	��-
�� �� ��������
 ���������� ������� ����� 	���� 
������	��, ��
	����)�� �� 	�	���� ���2��� 	��, �� 
��� �� ���������� �������. 

8 �
����
�� �� ���
�
������ ��
 
����
��"��� '�
-
�� ���
��� 
���� �
� 

1 0 1 0 1 0
1 1 1

, , .
n n ne e e

x kx y ky z kz
k k k

Q Q S Q Q S Q Q S
= = =

− = − = − =� � �x y z  

 
$
���+ ����
����� ��!������
 �������� 

 
1. E��
 ������� �����
 ���� �����
� �
�, �������!-

�
� �� �
�����, � �����
� ������
��� �
���/���� 
�
����
 
���� ���!, �� ���
������ ��
/��
� �����
-
������ �
����� ����� ���������� �� ���
�
�� 
 ���
��-
���
! � �����
� ���� /� �
���/���� �
����
: 
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1
0 0 const.

������n �
k

k

dQF Q
dt=

= → = → =�  

2. E��
 ����� �
����
� ���� �����
� �
�, �������!-
�
� �� �
�����, �� ����!-�
�� ��" � �����
� ������
��� 
�
���/���� �
����
 
���� ���! (���

��
 ��), �� 
�
����
� ���
������ ��
/��
� �����
������ �
����� �� 
=�� ��" ����� ���
�
��� ���������� � �����
� ���� /� 
�
���/���� �
����
: 

1
0 0 const.

n � x
kx x

k

dQF Q
dt=

= → = → =�  

>����
��������� 
� ���
��� �� 
������

 
���
������ ��
/��
� �����
������ �
����� ������� 
������� � �������� )����� ��		 ��������	
�� 	�	����: 
����� ��		 ������
�	��
 	�	���� ������	� ��� 
������������ ��
��, ��		� ������
 ����� ��		� 
	�	���� � � ������
 ��������� �	� ���2��� 	���, 
��
	����)�� �� 	�	����: 

1
.

n e
C k

k
Ma F

=
= �                                 (2.18) 

$
���

�� 
�������� (2.18) �� ���
�
������ ��
, 
�������� �
''�
���
��"��� �
�����
� ��
/��
� ����
� 
���� �����
������ �
����� � ���
�
������ '�
��: 

1 1 1
, , .

n n ne e e
C kx C ky C kz

k k k
Mx F My F Mz F

= = =
= = =� � ��� �� ��  

 
$
���+ ����
����� �������� � (�!������ %����
 '
�� 
 

1. E��
 ������� �����
 ���� �����
� �
�, �������!-
�
� �� �����
�����! �
�����, � �����
� ������
��� �
�-
��/���� �
����
 
���� ���!, �� ����
 ���� =��� �
����� 
� �����
� ���� /� �
���/���� �
����
 ��
/���� 
����-
��
�� 
 �
����
�����, �
�� �����
��� � �����: 

1
0 0 const.

n ������
e C

k C C
k

dVF a V
dt=

= → = = → =�  
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)��'��
��� – � ������� ������, ���
 � �����"��� 
������ �
����
 �����
������ �
����� �����
��� � �����, 
�� ���
���" ����
� ���� 
���� ���!, ����������"��, 

0 const,C
C C

drV r
dt

= = → =
������

 

�.�. ����/��
� ����
� ���� �
����� ����H��� ��
������� 
(����� ���
����
� ����/��
� ����
� ����). 

2. E��
 ����� �
����
� ���� �����
� �
�, �������!-
�
� �� �
�����, �� ����!-�
�� ��" (���

��
 ��) � 
�����
� ������
��� �
���/���� �
����
 
���� ���!, �� 
�
����
� ���
���
 ����
� ���� �����
������ �
����� �� 
=�� ��" � �����
� ���� /� �
���/���� �
����
 ���" 
���
�
�� ����������: 

1
0 0 const.

n � Cx
kx Cx Cx

k

dVF a V
dt=

= → = = → =�  

)��'��
��� K � ��������
, ���
 � �����"��� ������ 
�
����
 �����
������ �
����� �����
��� � �����, �� 
 
�
����
� ���
���
 ����
� ���� �� ���
����! ��" 
���� 
���!, ����������"��, 

0 const,C
Cx C

dxV x
dt

= = → =  

�.�. ���
�
���� ����
� ���� �� =�� �
��� �� 
����
���. 
<��
��� � ��
/��

 ����
� ���� 
 ���
��� �� 
���-

���

 ���
������ ��
/��
� �����
������ �
����� �
��-
������!� �����, �� ��������, ��� 
����� '�
�� ����� 
 
��� /� ���
���. 8 ��� �������, ����� 
�������� ��
/��
� 
��H
���� ���� (
�
 �
����� ���), ��/�� � 
����� ��
� 
���"�����"�� �!��� 
� =�
� ���
��. 

��� �������� �
��� (/
�����", ���) �����
� � ����-

� ���� �
���
����
 ��
��� �����. 8 =�
� ������� ��� 

����
� ����� ���"��!��� ���
���� �� 
������

 ���
-
������ ��
/��
� �
�����. 
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3. )����"� �, ��"������ !���)�+��!�/� 
"�"��)� "�-���+��!�* ���)�"� 

 
��'��� ��!������
 �������� '
����
!���� ����� 

��������!��� %����
 � ��������!��� ��� 
 

.������� ����
�	��� �������� ��
�� ����	�-
������ ��
�����&� )����� � ��������	
 ��
�����
 
�������� Ol , �������
���
 ���������� 

,( )O Ol m mV r mV= = ×                       (3.1) 
��� mV K �����
 ���
������ ��
/��
� ����
, r K 
��
��-
�����
 ��
/������ ����
, �
��������� 
� ���
������ 
����
� � (

����� 3.1). 

8����
 Ol  ��
�
��� � 
���
����� ����
� ��
���-
�
����
�� ��������
, � 
����
�� 
������/�� ���-
��
 mV  
 ���
����� 
����
, 
 ���
����� � �� 
���
���, ������ �����
 
mV  �����
���"�� ����
� 
�
��� ���
�������� �
�-
�
� ���� ������� ��
���
. 

	����� ���
������ 
��
/��
� 
���� ������� �� 

������ ��!� 
�
 �
��� �
�
������
! ������ �����
� 
���
������ ��
/��
� �� ����� �����
� mV  �����
���"�� 
����
�: 

Ol mV h mVh,= = ±                            (3.2) 
��� h – ����� �����
� ���
������ ��
/��
� ����
, 
����� 
��
�� ��
����
����
�, ���������� 
� ���
������ ����
� 
�� �
�
! ������
� �����
� .mV  

�
����� 3.1 – 	����� ���
������ 
��
/��
� ����
 �����
���"�� 

����
� 

Ol

h 
4 

.

Vm

r
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8��
�
�� ������� ���
������ ��
/��
�, ��
���-
�H���� �� ��
�/��
! (3.2), �������� 

����� 3.1, ����� 
����/
���"���. 

.������� ����
�	��� �������� ��
�� ����	�-
������ �	� ��������	
 ������ ����
)�� ��
���� 
���-
��	��� �������
 ���
� �� ���	
�	�� 2, ��������-

��
���� ��$������ �	�, ����	������� ���
� � ����	�-
����
 �	� 	 ���	
�	���: 

( ) ( ) 1.z z O 2 2l m mV m mV mV h= = = ±            (3.3) 
	����� ���
������ ��
/��
� ����
 �����
���"�� 

��
 ����� ����/
���"���, ���
 ����� � ����/
���"���� 
���
�����
� ��
 ��
/��
� ����
 ����� �
�
����
�" 
�
��
� ���� ������� ��
���
 (

����� 3.2). 

 

 
 
$����
� ������� ���
������ ��
/��
� ����
 

�����
���"�� ����
� 
 ��
 
 �
��
�� ������ ������
��� 
�����
�� ������� �
�� �����
���"�� ����
� 
 ��
. 

 
������������ '�'��� '��
�������� �����'+ 

 
*�����
�	��� �������� ������
�	��
 	�	���� 

(�������� 
�����	��� �������
 	�	����; &������ 

h1 4 

.
Vm

�
����� 3.2 – 	����� ���
������ ��
/��
� ����
 
�����
���"�� ��


z 

"mV
"
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�������� 
�����	��� �������
) ����	������� ��
���-
��&� )����� � ��������	
 ��
��� OL , ������ &�������-
��	
�� 	���� �������� 
�����	�� �������
 �	�� ������-
������ ����
 	�	���� ����	������� ���&� )�����: 

1 1
( ) ,

n n

O O k k k k k
k k

L m m V r m V
= =

= = ×� �                  (3.4) 

��� mk – ����� �
�
����"��� ����

��"��� ����
 �
�����, 
kV  K ���
���" �
�
����"��� ����
 �
�����, kr  K 
��
��-

�����
 �
�
����"��� ����
 �
�����, �
��������� 
� 
���
������ ����
�. 

*�����
�	��� �������� ������
�	��
 	�	���� 
����	������� �	� ��������	
 ��&�$�����	
�
 	���� 
�������� 
�����	�� �������
 �	�� ������������ ����
 
	�	���� ����	������� ���� �	�: 

1 1 1
, , .

n n n

x x k k y y k k z z k k
k k k

L m (m V ) L m (m V ) L m (m V )
= = =

= = =� � �   (3.5) 

 

����'
 �- �&'������ ������������� '�'���
 

'��
�������� �����'+ 
 

"���������� �� ������� �� ������
�	���� �����-
�� ������
�	��
 	�	���� ����	������� ������������� 
������ ����� �������� ������� ���2��� 	��, ��
	�-
���)�� �� 	�	����, ����	������� ���� �� ������: 

,eO
O

dL M
dt

=                                   (3.6) 

��� 
1

( ).
ne e

O O k
k=

M = m F�  

8����
���� 
�������� (3.6) �����������!� �

 

�������� � �
����
�� �� ���
�
������ ��
: 

1 1
( ), ( ),

n nye e e ex
x x k y y k

k k

dLdL M m F M m F
dt dt= =

= = = =� �  

1
( ).

ne ez
z z k

k

dL M m F
dt =

= = �                            (3.7) 
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#
����� �
�����
� (3.7) ��
�/��� ���
��� �� 

������

 �
���
������� ������� �
����� �����
���"�� 
���
�
������ ����: ����������� �� ������� �� ������-

�	���� ������� ������
�	��
 	�	���� ����	������� 
����
-���� �	� ����� �������� ������� ���2��� 	��, 
��
	����)�� �� 	�	����, ����	������� ��
 �� �	�. 

 
$
���+ ����
����� ������������� '�'���
 

 
1. E��
 ������� ������ �����
� �
�, �������!�
� 

�� �����
�����! �
�����, �����
���"�� ������-�
�� ����-

�, � �����
� ������
��� �
���/���� �
����
, ����H��� 

����� ���!, �� �
���
����
� ������ �
����� �����
-
���"�� =���� ����
�, � �����
� =���� �
���/���� �
����
, 
����H��� ��
�������, �.�. ����������: 

1
( ) 0 0 const.

������ne e O
O O k O

k=

dLM = m F L
dt

= → = → =�      (3.8) 

2. E��
 ������� ������ �����
� �
�, �������!�
� 
�� �����
�����! �
�����, �����
���"�� ������
�� ��
 
(���

��
 ��), � �����
� ������
��� �
���/���� �
����
, 
����H��� 
����� ���!, �� �
���
����
� ������ �
����� 
�����
���"�� =��� ��
, � �����
� ���� /� �
���/���� 
�
����
, ����H��� ��
�������, �. �. ����������: 

1
( ) 0 0 const.

ne e x
x x k x

k

dLM m F L
dt=

= = → = → =�      (3.9) 

 
������������ '�'��� ��!
, ��
B
CB����� 

����*� ��(�������� ��� 
 

<�H
��� ���� �������� ������� ������� �
�������� 
�����
������ �
�����. #��
���
 ����� �
���!������ 
���� ���
���!��� ��� �
�
������
� ������� ���
���
 ���� 
�� 
�������
� ����
 �� ��
 �
����
� (
��
�� �
����
�) 
Vk = ωrk. # ������ =����, �������� (3.5), 
���� 
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2 2

1 1 1 1
,

n n n n

z z k k k k k k k k k
k k k k

L m m V m V r m r m r
= = = =

= = = ω = ω� � � �( )  

��� 2

1

n

k k z
k

m r J
=

=�  ���������� �������� 
��
�

 ���� ��-

���
���"�� ��
 �
����
�. O��������"�� ���
�����: 
.z zL J= ω                                   (3.10) 

 
��DD����%�
!���� *�
������ ��
B
��!����� 

�������� �������� ��!
 ����*� ��(�������� ��� 
 

E��
 ���
��� ���� �
������� ���
�� ��
 z, ��, ���-
����
� ��
�/��
� (3.10) � ��������� �
�����
� �
����� 
(3.7), �������� 

1 1 1
( ) ( ), ( ), ( ).

n n ne e e
z z k z z k z z k

k k k

d dJ m F J m F J m F
dt dt= = =

ωω = = ε =� � �  

E��
 �����
 ���� ����
��� ���� ϕ, ��, ��
�����, ��� 
/d dtω = ϕ�� , 
���� 

1
( ).

n e
z z k

k
J m F

=
ϕ = ���                                (3.11) 

%
�����
� (3.11) 
 ���" �
''�
���
��"��� �
����-
�
� �
������"���� ��
/��
� ���� ���
�� ������
/��� 
��
. 
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4. )����"� �, ��"������ !���)�+��!�* :���/�� 
"�)�����%��* )�+!� � "�-���+��!�* ���)�"� 

 
9�������	
�� ����&��� ������������ ���
� ����-

������ �����
��� ���
�
�� 
2

,
2

mV  
����� �����
�� �
�
�-

�����
� ����� ����
 �� ����
�� �� ���
���
. 
9�������	
�
 ����&�
 ��������	
�� 	�	���� 
���� 

����� �
���
����
� =��
�
� ���� ����� �
�����: 
2

1
.

2=
= �

n
k k

k

m VT                                (4.1) 

E�
�
��� 
���
��
� �
���
������ =��
�

 � #+ 
�������� �/���" (1 �/ = 1 >⋅�). 

&
���
������ =��
�
� ���
���� ���� ��� ��	����-
������� �������� (���
���
 ���� ����� ��
������) 
��
��������� �� '�
���� 

2

.
2

MVT =                                  (4.2) 

��� � – ����� ����, V  K ���
���" �!��� ����
 ����. 
&
���
������ =��
�
� ���
���� ����, ���'��'�&�	
 

��
��& ����������� �	�, ���
������� �� '�
���� 
2

.
2
ω= zJT                                 (4.3) 

��� Jz – ������ 
��
�

 ���� �����
���"�� ��
 �
����
�, 
T – ������� ���
���" ����. 

&
���
������ =��
�
� ���
���� ����, �����'�&�	
 
���	
������������, ���
������� �� '�
���� 

2 2

.
2 2

ω= +C CxMV JT                         (4.4) 

��� � – ����� ����, VC – ���
���" ����
� ����, JC� – ������ 

��
�

 ���� �����
���"�� ��
, �
�������� ��
�� ����
 
���� ��
����
����
�� ��������
 ��
/��
� ����, T – ����-
��� ���
���" ����. 
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�!�'���
��
� �
-��
 ��!+ 
 

<����������
 ��$��� dA 	��� F  �� ������������ 
($�	
������ �����) ������'���� dS �������
��	
 
���������� 

[ ,= ⋅dA F dS                                 (4.5) 
��� τF K �
����
� �
�� F  �� ���
�����
� ���
���
 ����
 
�

��/��
� �
�� 
�
 �� ���
�����
� =�������
���� 
��
������
�, ����
�� ��������� � ���
�����
�� ���
���
 
����
 (

����� 4.1). 
 

 
 

4�������
��� 
����� �
�� �������� �����
��� 
���
�
���. <�� ��� cosτ = αF F , ��� α K ���� ��/�� �
��� 
F  
 ���
�����
�� �����
� ���
���
 ����
 ,V  �� ��
�-
/��
� (4.5) ��/�� �
������
�" � �
�� 

cos .dA F dS= α ⋅                               (4.6) 
8 =��� '�
���� ���� =�������
��� 
����� ��
�-

�������� ������ cos α: ���
 α < 90°, �� 
����� ����/
-
���"���, ���
 α > 90° K 
����� ��

�����"���. 

O����
� ������� �����
, ����
�� ��/�� �����
�" 

� (4.6): 
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α = 0°, dA = F⋅dS; 
α = 90°, dA = 0; 

α = 180°, dA = K F⋅dS. 
<��
� ��
����, �	�� 	��� ��������
��
��� ������-

������� ������'����, �� �� �����������
 ��$��� ����� 
����. 

$

����� �
��
� '�
���� ��� ���
����
� =�����-
��
��� 
����� �
��. +� �
�����
�
 ����
 
�������, ��� 

/ ,=V dr dt / .= =V V dS dt  

#���������"��, .= =dS dr Vdt  #������� �
�����
! 
(4.6), =�������
��� 
�����: 

cos .= ⋅ ⋅ α = ⋅dA F dr F dr                      (4.7) 
<����������
 ��$��� 	��� ����� 	
��
����� 

������������ ��
���� 	��� �� ��%%����)��� �����	-
��
���� ���
� ���������
 	���. 

E��
 �
�� F  
 
��
��-�����
 r  
����/
�" �� ���� 
���
�
���, �� 
� '�
���� (4.7) ������� ��
�/��
� 
=�������
��� 
�����: 

,= + +x y zdA F dx F dy F dz                       (4.8) 
��� Fx, Fy, Fz K �
����

 �
�� �� ���
�
������ ��
, 
dx, dy, dz K �
''�
���
��� ���
�
��� ����
 �

��/��
� 
�
��. 

 
)�!�
� �
-��
 ��!+ 

 
"�$��� 	��� �� ��$�� 
������� ������'���� �1�2 

����	�
��	
 
�
 ������ ����&������� 	���� 	������	�-
���'�� ������������ ��$��, �.�. ����� ��
���� ����� 
���&� ������'���
 ����&���� �� ������������ ��$���. 

$
����� 
����
��� �����������!� ������
�� ��
�-
������ 
����


����
� � ������ �1 
 �2: 

2 2 2

1 1 1
1

lim ( ).
M M Mn

k k � � zn k M M M
A dA dA F dS F dx F d� F dzτ→∞ =

= = = = + +� 	 	 	 (4.9) 
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G
-��
 (��������� ��!+ 
 

"�$��� ��	��
���� 	��� (�� ������ � �����������) 
�� ��
���������� ������'���� ���
� �� ���������
 
����	�
��	
 
�
 	
��
���� ������������ ��
���� 	��� �� 
��
��� ������'���
 ���
� (

����� 4.2): 

( ) cos .A F F S FS= ⋅ = α                      (4.10) 
E��
 ���
�����
� �����
� 

�
�� ��������� � ��
������
�� 
����
 �H �

��/��
�, �.�. α = 0, �� 

����� ���
�����: 

( ) .A F FS=           (4.10*) 
������ �
�� �� �
����
���-

��� ��
������

 ����
 �H �

��-
/��
� 
���� ��&�$�����	
��� �������� �����������
 ���-
�
)�� 	��� �� ����������� ������'���
 �� ������'����. 
 

G
-��
 ��!+, (��!������� � ��!*, ��
B
CB�'*�� 
����*� ��(�������� ��� 

 
<����������
 ��$��� 	���, ����������� 
 �����-

������� ���
� ����, ���'��'�&�	
 ��
��& ����������� 
�	�, ����� ������������ ������� ���� 	��� ����	�-
������ �	� ���'���
 �� ��%%����)��� �&�� �������� 
����: 

.zdA M F d= ± ϕ( )                             (4.11) 
$����� 
����� �
�� 
���� 
����
��� �� =�������
-

��� 
�����: 
1

0

.( )
ϕ

ϕ
= ± ϕ	 zA M F d                             (4.12) 

E��
 ������ �
�� �����
���"�� ��
 �
����
� ����-
���� ���������� const,( ) =zM F  �� �����
 ��$��� 	��� 
����� ������������ ������� 	��� �� �&�� �������� ����: 

F

S
�α

�
����� 4.2 – ������
���������� �
��
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.zA M= ± ϕ                                     (4.13) 
*�����
���� ��
���� ���
������� 
����� ��
� �
�, 

�

��/����� � �
���!������ ����, 
1 2 1 2( , ) ( , ) .zA F F M F F= ± ϕ                         (4.14) 

��� 1 2( , )F F K ��
� �
�, 1 2( , )zM F F K ������ ��
� �
� ����-
�
���"�� ��
 �
����
�. 

������ ������� �
�� (��
� �
�) ����� ����/
���"-
���, ���
 �
�� 
�
 ��
� �
� ����������!� �
����
! ����, 

 ��

�����"���, ���
 �
��������!� �
����
!. 
 

G
-��
 ��!+ ������� 
 

O������
� �
�� ��/���
 ����
 ��� =G mg , ��� m – 
����� ����
, g K ����
��
� ���������� �����
�. 

$

 ��
������

 ����
 
� ����/��
� �1 � 
����/��
� �2 (

����� 4.3) 
����� �
�� ��/���
 ����� 

����: 

1 2 1( ) ( ) .A G G z z Gh= − =                      (4.15) 
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$

 ��
������

 ����
 
� ����/��
� �2 � ����/�-
�
� �3 
����� �
�� ��/���
 
����: 

2 3 2( ) ( ) .A G G z z Gh= − = −  
8 ��
��� ������ ���
�����
� �
�� ��/���
 

��������� � ���
�����
�� ��
�
���"���� ��
������
� 
����
, � �� ���
�� �
��
������/��. 8 ����� ������ 
��/�� ���
���": 

( ) .A G mgh= ±                               (4.16) 
#���������"��, ��$��� 	��� �
��	�� �� ����	�� 

�� %���� ����
����� ����
 ���� � ����� ������������ 
���� 	��� �� �����	�� ��������� � 
������� ��	�� 
)����� �
��	��. 

E��
 ���� ����������, �� �
�� ��/���
 ���� ����
-
���� ����/
���"��! 
�����, � ���
 ����
������, �� ��

-
�����"��!. 

 
G
-��
 ��!+ *(�*����� 

 
>� 

����� 4.4� 
���
�/��� �
�/
�� � �����
�-

/H���� �������

. >� 

����� 4.4b �
�/
�� 
�������� 
 
λ1 – ��'�
���
� �
�/
��. ������ �
�� ��
�����
 ��
F  �� 
��
������

 λ1 ���
������� �� '�
���� 

2
1

��
( ) ,
2

	A F λ= −                           (4.17) 

��� 	 – ��=''
�
��� ��
����-
�
 (/H������
) �
�/
��. 

>� 

����� 4.4c �
�/
-
�� ����
������� � ����'�
-
�

������� �������
�, 
 

����� �
�� ��
�����
 ����� 

����: 

2
2

��
( ) .
2

	A F λ=     (4.17*) 

M1 

λ2λ1 

M0 
M2 *(�F*(�F

�) b) c)

�
����� 4.4 – ������ 
�
�� ��
�����
 

M1 
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<� ���", 
����� �
�� ��
�����
 ��
��������� ��
�-
/��
�� 

2

��
( ) .
2

	A F λ= ±                             (4.18) 

E��
 �����"��� ��'�
���
� �
�/
�� λ0 ^ 0, �� 

����� ��
���� �
�� ���
������� �� '�
���� 

2

��
( ) .
2

2
0( )	A F λ − λ=                         (4.19) 

#���������"��, ��$��� ����&�� 	��� ����� �������� 
�����������
 
��%%�)����� ��	�
�	�� �� �����	�� 

�������� ��������&� λ0 � 
������&� λ ��������� (��� 
	�����) �������. 

 
G
-��
 �
���������*CB�� 

 
E��
 � ��
/������ ����� �

��/��� ������"�� �
�, 

�� 
����� 
�����������!��� =��� �
����� �
� �� �����-
�
�� ��
������

 ����
 
���� �����
�
������ ����� 

���� ��/��� �
�� �� =��� ��
������

: 

1 2
1

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ),
n

k n
k

A R A F A F A F A F
=

= = + + +�     (4.20) 

��� kF – �
��, �

��/����� � �����, 
1=

= �
n

k
k

R F K 
�������-

����!��� ���������� �
����� �
�. 
 

G
-��
 ��!+ �
 �������' (���'�B���� 
 

E��
 ����� �

��/��
� 
���������� �
�� F  �����
-
�� 
�� ������������"��� ��-

������
� kS

�
, �� 
����� �
-

�� �� 
����"�

�!��� ��
�-
�����

 S

�
 
���� �����
�
-

������ ����� 
���� �
�� �� 

.1 

.2 
.0 

.k .n 

1S  2S

S  
F

�
����� 4.5 – ������ �
��
�� �������� ��
������



kS

nS
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��/��� ��
������

 (

����� 4.5): 
( ) 1 2 ... ...= ⋅ = ⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =k nA F F S F S F S F S F S  

( )1 2 ... ... .= ⋅ + + + + +k nF S S S S                  (4.21) 
 

G
-��
 ��*������� ��! ���&'����'�� '��
�������� 
�����'+ 

 
$
�������� �����
������ �
������ �������� 

���
��� ����. #
�� ���
��������
� ��/�� ����
���
 ���� 
(�
�����) ����
�� 
���� 
 �
��
������/�� ���
������. 
#���������"��, 	���� ��$�� ���������� 	�� �������
-
���� ��������	
�� 	�	���� ����� ���� �� ��$�� 
������'���� 	�	����. 

 

����'
 �- �&'������ ������������ H������ ����� 

 
/�������� ������
�	��
 <������ ��
�� �� 

�����-���� ������)���� ����� 	���� ����� �	�� 	��, 
����������� � ��
��, �� ��� �� ������)����: 

2 2
2 1

1
( ),

2 2
n

k
k

mV mV A F
=

− = �                        (4.22) 

��� V1 – ���
���" ����
 � �����"��� ����/��

, V2 – ���-

���" ����
 � �������� ����/��

. 

 

����'
 �- �&'������ ������������ H������ 

'��
�������� �����'+ 
 

/�������� ������
�	��
 <������ ������
�	��
 
	�	���� ��� �� ������)���� �� ������ ��������� � 
������ ����� 	���� ����� �	�� ���2��� � ���������� 
	��, ��
	����)�� �� ������������ ��
�� 	�	����, �� 
��� �� ������)����: 

2 1
1 1

( ) ( ),
n n� i

k k
k k

T T A F A F
= =

− = +� �                   (4.23) 
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��� >1 – �
���
������ =��
�
� �
����� � �����"��� 
����/��

, >2 – �
���
������ =��
�
� �
����� � �������� 
����/��

, �

kF  K �����
� �
��, i
kF K ����
���
� �
��. 

"
���+� �!*�
�. ��� ��
��������� �����
������ 

�
����� 
1

( ) 0
n i

k
k

A F
=

=�  
 ���
��� �

�
���� �
� 

2 1
1

( ).
=

− = �
n �

k
k

T T A F                            (4.24) 

 
)��'��  1. J
���� ������ m ������"������ ��� ��-

���"��� ���
���
 �� ��������� ��������
, ��������!��� 
� ��

������ ���� α. O�
����
�" ����
���"��! ��'�
��-
�
! λ �
�/
��, ���
 ��=''
�
��� �
��
� �� ��������� 
��������
 f. $
�/
�� � �����"��� ������ �
����
 �� 
��'�
�

�����, �� ��=''
�
��� /H������
 	. ��������
� 
�� �����"���� ����/��
� �
���� �� �
�/
�� S (

����� 
4.6). 

����: m = 5 ��, S = 2 �, α = 30°, ƒ = 0,2, c = 50 >/�. 
O�
����
�": λ. 

�����
�. 
$

�
���� �
���� �� 

����

��"��! ����� 
 
��-
����

� ��� ��
/��
� �� ���� 
��������: 
1) �0�1 = S K �� ���

�������-
�
� � �
�/
��� (

����� 4.7�); 
2) �1�2 = λ K �� ��������
 
�
���� (

����� 4.7b). 

>� ������� �0�1 �� �
���� ��������� �
�� ��/���
 
,G  ��
���"��� 
����
� ����
�����
 N  
 �
�� �
��
� 

����"/��
� �
.F  
��� 
����
� �����
 �

������ ���
��� �� 


������

 �
���
������ =��
�

 ����

��"��� ����
: 

α 

�
����� 4.6 – $

��
 1

S 
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22
01

�

1 1

( ), ��� ( )  ( ) ( ) ( ).
2 2 = =

− = = + +� �
n n

k k
k k

mVmV A F A F A G A N A F  

<�� ��� V0 = 0 �� �����
! �����
, �� ���
��� �

�
-
���� �
� 

2
1

�
( ) ( ) ( ).
2

= + +mV A G A N A F                       (1) 

 

 
 
O�
������� 
����� �
�, �������!�
� �� �
����, �� 

��
������

 S 
 ����������� � �
�����
� (1): 
( ) sin , ( ) sin ,A G mgh, h S A G mgS= = α = α  

( ) 0, ��� ��� ,A N N S= ⊥  

�
 �
( )A F F S,= − ⋅  
F�
 = f N, N = Gcos α, N = mgcos α, F�
 = fmgcos α , 

�
( ) cosA F fmgS .= − α  
2

1 sin cos .
2

mV = mgS fmgSα − α  

$���������� �������� ���
�
�� 
 ���
����� 1V  
(����" 
 ����� g _ 10 �/�2): 

2
21

1(sin cos ) = 2 (sin cos ),
2

mV = mgS f , V gS fα − α α − α  

1 2 10 2(sin 30 0, 2cos30 ) 13,04 3,61 �/�.V = ⋅ ⋅ ° − ° = =  
��� ���
��� ������� �1�2 �����"��� ���
���" V1, � 

�������� ���
���" V2 = 0. >� =��� ������� �� �
���� 
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��������� �
�� ��/���
 ,G  ��
���"��� 
����
� ����
�-
����
 ,N  �
�� �
��
� ����"/��
� �
F  
 ��
���� �
�� F  
(

����� 4.7b). 

��� ��
������
� ���
�
�� ����
���"���� �/��
� λ 
�
�/
�� (������� �1�2) ������"������ ���
���� �� 

������

 �
���
������ =��
�

 ����

��"��� ����
: 

2
1

�
( ) ( ) ( ) ( ).
2

mV A G A N A F A F− = + + +                (2) 

8��
��
� 
����� �
�, �������!�
� �� �
����, �� 
��
������

 λ: 

1 1( ) sin `, ( ) sin `,A G mgh , h A G mg= = λ = λ  
( ) 0, ��� ��� ,A N N= ⊥ λ  

�
 �
( )A F F ,= − λ  F�
 = fN, N = Gcos α, N = mgcos α, 

F�
 = fmgcos α, �
( ) cos ,A F fmg= − λ α  
2

( ) .
2

cA F λ= −  

%
�����
� (2) �

�
���� �
� 
2 2

1 sin cos .
2 2

mV cmg fmg λ− = λ α − λ α −  

$
���
���� ��
�/��
�, �������� ����
����� �
����-
�
� �����
���"�� λ: 

2 2
12 ( sin cos ) 0.c g f V

m
λ + − α + α λ − =  

$���������� �
������� ������
� ���� ���
�
� 
 

����� �
�����
�: 

10λ2 K 6,56λ K 13,04 = 0, 
2

1,2
6,56 6,56 4 10 13,04 6,56 23,76 .

20 20
± + ⋅ ⋅ ±λ = =  

$

�
���� � �������� 
������ ���
�
�� ����/
-
���"��� ��
��" ����
������ �
�����
� λ = 1,52 �. 

O����. λ = 1,52 �. 
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)��'�� 2. 	����
������ �
�����, ��������� 
� �
�� 
���
��� ��� (

����� 4.8), �

���
��� � ��
/��
� 
� 
�������
� ����� �
��� ��/���
 �
��� �. #�������� 
������
 ��
����/
��� �
���, ����
��!�
� ���� � 
�
�����, ��
�����"�� �����������!�
� ����������. 
#���"/��
� �
��� �� ����� !, ����� D 
 �
�����"�����
� 
����� D �� ��������
 �����������. 

O�
����
�" ���
���" 
 ����
��
� ���� � � ������ 
�
����
, ����� ��� �����
��� �� ��������� ��������
 �� 
�������� 
�������
� S�. 

$

����� ���������
�: m – ����� ���, G – �
�� 
��/���
 ���, J – ������� 
��
�

 ���, ρ! – 
��
�� 
��
-
�

 ���� !, ƒ – ��=''
�
��� �
��
� ����"/��
� �
��� � 
�� ��������
, δ K ��=''
�
��� ���
��
����
� �����
!, 
S – ��
������
� ��� �
�����, �! – ������ �
� ���
�-
�
����
� � ����
��
���, R 
 r – 
��
��� ��
�� 
 �����. 

����: m� = 20 ��, m! = 10 ��, mD = 8 ��, RB = 0,3 �, 
rB = 0,2 �, RD = 0,3 �, rD = 0,2 �, ρ! = 0,25 �, �! = 5 >⋅�, 
ƒ = 0,1, α = 45°, β = 30°, δD = 0,2 �� = 0,2⋅10-2 �, S� = 0,5 �. 

O�
����
�": ���
���" VA 
 ����
��
� ��. 
 

 
 

�����
�. 
1. <��� � ��
/���� ����������"�� ��
� �� ��������� 

��������
. D�
� ! �
������� ���
�� ������
/��� ��
, 
�
�������� ��
�� ����
 � ��
�� ��
����
����
�� 
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��������
 

�����. &���� D ��
/���� ��������
�����"�� 
�� ��������� ��������
 ���
�. 

&������� ����/��
� ��� �
�����, ����� ���� � 
�����
��� �� 
�������
� S�, ���� ! ����
����� �� ���� ϕ!, 
����
 ����� D ��
�����
��� �� SC, �������� �� 

����� 4.9 
(��
�������"��� ����/��
� ��� – �����

��). 

 

 
 
2. ��� 
����
� �����
 �

���
� ���
��� �� 
�����-

�

 �
���
������ =��
�

 ��
��������� �����
������ 
�
����� � �
�� (4.24) 

1 0
1

( ).
n �

k
k

T T A F
=

− = �  

<�� ��� � �����"��� ������ �
����
 �
����� 
�����
���" � �����, ���
��� ���
����� � �
�� 

1
1

( ).
n �

k
k

T A F
=

= �                                    (1) 

3. 8��
������� �
���
������ =��
�
� �
�����: 
>1 = >� + >! + >D,                              (2) 

22 2 2

, , ,
2 2 2 2

D CA A B B D D
A B D

m Vm V J JT T Tω ω= = = +     (3) 
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��� JB 
 JD – ������� 
��
�

 ��� ! 
 D �����
���"�� 
����, �
������
� ��
�� 
� ����
� ����: 2 ,B B BJ m= ρ  

2 ,D D DJ m R=  ��� ��� �

����, ��� ����� ����� D 
������
-
�� 
���
������� �� �������� �����. 

4. 8�
��
� ������� ���
���
 ω! 
 ωD ��� ! 
 D 
 
�
�����! ���
���" CV  ����
� ����� D ��
�� ���
���" AV  
���� �: 

, , , ,H A A B
H A B K B B K E

B B B

V V V RV V V R V V
r r r

= ω = = = ω = =

( )
E E A B

D
V D D B D D

V V V R
EP R r r R r

ω = = =
+ +

 ("V – 	X# ����� D), 

3 .
( ) 5

A B D
C D v D D A

B D D

V R rV CP r V
r R r

= ω = ω = =
+

            (4) 

$���������� ���������� ������
� �������� 

��
�

 
 ���
���
 ��� � �
�����
� (3): 

2 2
2

2, ,
2 2
A A A

A B B B
B

m V VT T m
r

= = ρ

( ) ( )
2 2 2 2 2 2

2 22 2
.

2 2
D A B D D D A B

D
B D D B D D

m V R r m R V RT
r R r r R r

= +
+ +

 

$��������� ������
� >�, >!, >D ���������!��� � 
�
�����
� (2): 

( ) ( )
2 2 2 2 2

2
1 2 22 2 2

= ( ) .
2 2 2 2

A B B D B D D D B
A

B B D D B D D

m m m R r m R RT V
r r R r r R r
ρ+ + +

+ +
 

$���������� �
������� ������
� ���� ���
�
�: 
2 2 2

1 2 2 2

20 10 0, 25 8 0,3 0, 2(
2 2 0,2 2 0, 2 (0,3 0, 2)

T ⋅ ⋅ ⋅= + + +
⋅ ⋅ +

 

2 2
2 2

2 2

8 0,3 0,3 ) 22,5 .
2 0,2 (0,3 0,2) A AV V⋅ ⋅+ =

⋅ +
                   (5) 
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5. 8��
����� ����� 
���� �����
� �
�, �����-
��!�
� �� ���� �
�����, �� 
� ��
������
��. >� 

����� 
4.9 
���
�/��� �����
� �
��. 

>� ���� � ��������� �
�� ��/���
 AG , �
�� �
��
� 
����"/��
� AF , ��
���"��� ��������!��� 
����

 ��-
��
�����
 AN . 

& ��
�� !, � ����� � �

��/��� �
�� ��/���
 BG  
 

����
� ������
/���� �
�
��

������� ��
�

� ON  
(���
������ �
�
����"��), ������ �
� �
��
� � ����
�-
�
��� �!. 

>� ����� D ��������� �
�� ��/���
 DG , ��
���"��� 
��������!��� 
����

 ����
�����
 DN , ������ �
� 
���
��
����
� �

 �����

 �D (�����
� ��� �
�����"-
�����
�). 

@��
��� 
����� ���� �����
� �
� �� ��
������

 
�
�����: 

1
( ) .

n �
k A B D

k
A F A A A

=
= + +�                            (6) 

#���� 
���� �
�, �

��/����� � ���� �: 
( ) ( ) ( ) ,A A A A A A A AA A G A F A N G h F S= + + = −  

( ) 0, ��� ��� ,A A AA N N S= ⊥  
NA = GAcos α, FA = fNA = fGAcos α, 

AA = SA(mAgsin α @ fmAgcos α). 
$���������� �
������� ������
� (����" 
 ����� 

g _ 10 �/�2): 
2 2(20 10 0,1 20 10 ) 127 .

2 2A A AA S S= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ≈        (7) 

#���� 
���� �
�, �

��/����� � ���� !: 

( ) , , .A A
B B B B B B B

B B

S SA A M M A M
r r

= = − ϕ ϕ = = −  
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��� ϕ! – ���� ����
��� ���� !, �����������!�
� ��
���-
���
! SA. 

$���������� �
������� ������
�: 
5 , 25 .

0,2
A

B B A B A
B

SA M S A S
r

= − = = −             (8) 

������ �
�� ��/���
 BG  
 
����

 ON  ��
�

� 
��-
�� ���!, ��� ��� �
�� �

��/��� � ������
/��� ����� �. 

������ �
�, �

��/����� � ���� D: 
( ) ( ) ( ) ,D D D D D C D DA A G A M A N G h M= + + = − − ϕ  

( ) 0,DA N =  ��� ��� �
�� �

��/��� � 	X#, 

sin , , cos .C
C C D D D D D D

D

Sh S M N G
r

= β ϕ = = δ = δ β  

$�
������
� SC ����
� ����� ��
�/����� ��
�� ��
�-
�����
� SA ������
��� ���������
! ���
����� (4): 

33 3, sin 30 , , cos30 .
5 5 5

A
C A C A D D D D

D

SS S h S M m g
r

= = ° ϕ = = δ °

3 3( sin 30 cos30 ) .
5 5D D D D AA m g m g S= − ° − δ °  

$���������� �
������� ������
�: 

( )3 sin 30 cos30
5D D AA m g S= − ° + δ ° =  

38 10 (0,5 0,002 0,87) 24 .
5 A AS S= − ⋅ + ⋅ = −             (9) 

$���������� ������
� (7), (8), (9) � �
�����
� (6): 

1
( ) 127 25 24 78 .

n �

 A B D A A A A

k
A F A A A S S S S

=
= + + = − − =�  (10) 

6. $


���
���� (5) 
 (10) 
 ��
������� ���
���" 
���� �: 

222,5 78 ,A AV S=                                (11) 

A78 78 0,5 1,3 �/�.
22,5 22,5A

SV ⋅= = ≈  
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7. 8��
����� ����
��
� Aa ���� �. 
8 ����� ������ ����
��
� ����
 (���� � ��/�� �

-

���" �� �����) ���
������� ��� �
�
������� �� �
����
 �� 
���
���
 ����
. 

$
��
''�
���

��� �
�����
� (11) �� �
����
: 
2(22,5 ) (78 ) .A Ad V d S

dt dt
=  

$
���
����, �����
� 

22,5 2 78 , ��� , ,A A A A
A A A

dV dS dV dSV a V
dt dt dt dt

⋅ ⋅ = = =  

�.�. 22,5⋅2VAaA = 78VA, ������ aA = 1,73 �/�2. 
O����. VA = 1,3 �/�, aA = 1,73 �/�2. 
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1 ЗАДАЧА Д1 
 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ 
МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

 
 

1.1 ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 
 

Рассмотрим следующие случаи выражения силы, действующей на точку: 
1) сила зависит от времени; 
2) сила зависит от положения точки в пространстве; 
3) сила зависит от скорости  точки. 

 
Пусть свободная материальная точка массой m  движется под действием силы  

 
zbkvbjtbiF y 321  cos

, 

где 321 bbb ,,  - некоторые постоянные коэффициенты при начальных условиях 
 

000000 000000  zyx vvvzyx ,,,,,
. 

Необходимо определить уравнения движения точки в координатной форме. 
 Запишем для этой точки дифференциальные уравнение в проекциях на 

декартовы оси координат 

                                      
tb

dt
xdm cos12

2


 

                                             
yvb

dt
ydm 22

2


                                           (7) 

                                                       
zb

dt
zdm 32

2


. 
Первое уравнение системы (7) можно представить в виде двух уравнений 

первого порядка 

                                       
.

,cos

x

x

v
dt
dx

tb
dt

dvm



 1

                        (8) 
В первом уравнении связаны две переменные величины: проекция скорости на 

ось x  и время. Разделяя переменные, получим  
 

tdtbmdvx cos1 . 
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Слева и справа от знака равенства стоят дифференциалы некоторых функций. 
Если дифференциалы равны, то и интегралы равны с точностью до постоянной 
интегрирования 

                                  11 Ctdtbmdvx cos  
 
После интегрирования получим 
 

                                    
1

1 Ct
m
bvx  


sin
,                        (9) 

т.е. зависимость проекции скорости точки на ось x  от времени. Из второго 
уравнения системы (8) получим 

                                
1

1 Ct
m
b

dt
dx  


sin

. 
 
Снова разделяя переменные, получим 

                                    
dtCt

m
bdx )sin( 1

1  
 .                

 
После интегрирования получим 

                           
212

1 CtCt
m

bx  


cos
.           (10) 

 
Постоянные 1C  и 2C  определим по начальным условиям. Подставляя в 

выражение (10) значение координаты x  при 0t , получаем 

                               
212

1 000 CC
m

b  


cos
, 

отсюда  

                                              
2

1
2 m

bC 
. 

Постоянную 1C  определим, подставляя в (9) значение xv  при 0t : 

                              
1

1 00 C
m
b  


sin
, 

отсюда 01 C . 
Таким образом, решение первого уравнения системы (7) имеет вид 

                             
2

1
2

1




 m
bt

m
bx  cos

.                  (11) 
 
Второе уравнение системы (7) также представляем в виде двух уравнений 
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y

y
y

v
dt
dy

vb
dt

dv
m



 2

                                 (12) 
 
Разделяя переменные в первом уравнении, получим 
 

                       
dtb

v
dv

m
y

y
2

 или  
3

2 Ct
m
bv y lnln 

. 
 
Решая относительно yv , получим  

                                                  
m

tb

y eCv
2

3
.                         (13) 

 
Учитывая второе уравнение системы (12) снова получаем  

                                         
m

tb

eC
dt
dy 2

3
. 

 
Разделяя переменные и интегрируя, получим   

                                        
4

2
3

2

Ce
b
mCy m

tb


.                   (14) 

 
Постоянные 3C  и 4C  определяем по начальным условиям.  

Из (13) 3

0

30

2

CeCv m
b

y 
,  из (14) 

4
0

2
0

2

0 Ce
b
mv m

b

y 
, или 2

04 b
mvC y

. 
 
Таким образом, решение второго уравнения системы (7) имеет вид 
 

                                  2
0

2
0

2

b
mve

b
mvy y

t
m
b

y 
.                     (15) 

 
Третье уравнение системы (7) также представляем в виде двух уравнений 
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z

z

v
dt
dz

zb
dt

dvm



 3

                                   (16) 
 
В первом уравнении системы (16), связаны три переменных величины: 

скорость, время и координата точки. Чтобы разделить переменные необходимо 
исключить одну из них. Произведем замену 

 

                            dz
dvv

dt
dz

dz
dv

dt
dv z

z
zz 

. 
 
Тогда первое уравнение  (16) примет вид 

                                                          
zb

dz
dvmv z

z 3
. 

 
Теперь можно разделить переменные 

                                                 zdzbdvmv zz 3 . 
 

Интегрируя, получим 5

22

2
4

2
Czmvz 

. 
 
Решая относительно zv , получим 

                                     m
C

m
zbvz

5
2

3 2
.                   (17) 

 
По начальным условиям найдем постоянную 5C . 
 

Подставляя в (17) 00 zv  и 0z , получим 
 

m
C

m
zb 5

2
03 20 

, и 
2
0

3
5 2

zbC 
. 

 

Учитывая, что dt
dzvz 

 выражение (17) запишется в виде 
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                                      m
zb

m
zb

dt
dz 2

03
2

3 
. 

 
Разделив переменные, приведем его к виду 

                                          

dt

m
zb

m
zb

dz 


2
03

2
3

. 

Вынося из под знака корня в знаменателе m
b3

, получим 
 

                                       

dt
m
b

zz

dz 3
2
0

2 



. 

Интегрируя, получим 

                                 
6

3

0
Ct

m
b

z
zarcch 

. 
Решая относительно z , получим 

                             2

66

0

33 Ct
m
bCt

m
b

eezz



. 

 
Постоянную  6C  найдем по начальным условиям. При 00 0  zt , .  

 

Отсюда 2

66

00

CC eezz


 или 
21

6
6  C

C

e
e

.  
 

Решая относительно 6C , получим 16 Ce  или 06 C . 
                            
Таким образом, решение третьего уравнения системы (7) будет иметь вид 

                               2

22

0

t
m

t
m eezz




. 
 
Окончательно уравнения движения точки в координатной форме имеют вид: 
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2

1
2

1




 m
bt

m
bx  cos

 , 

                                        2
0

2
0

2

b
mve

b
mvy y

t
m
b

y 
, 

                                         2

33

0

t
m
bt

m
b

eezz



. 

 
 

1.2 ЗАДАНИЕ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
 
Материальная точка массой m , движется под действием сил, 

равнодействующая которых зависит от времени, координат точки и ее скорости. 
Определить уравнения движения точки в координатной форме при заданных 
начальных условиях. Исходные данные приведены в таблице 1.1. 

 
Таблица 1.1 

 
№ 
вар. 

F  0x  0y
 

0z  0xv  
0yv  

0zv  m  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 zkyvjtiF  35  3 2 1 5 3 2 1 

2 zvkyjtiF  335sin  3 2 2 1/6 0 1 2 

3 tkyvjxiF 434 cos  1 1 1 0 3/4 1 4 

4 tkyjxviF 335   3 1 1 5 1 3 3 

5 tkvjxiF y 344 2 sin  4 2 1 √2 0,5 -1/6 2 

6 2335 kzvjtiF  /cos  8/9 5/9 1 1 1 1 5 

7 21133 )/( tkyvjxiF   1 1 1 1 1 -1/3 3 

8 zvktjxiF  cos33  2 -1 3 2 2 3 3 

9 zvkyjtiF  322  1 1 1 1 √3 1/2 2 

10 zkyvjtiF 4325   1 1 1 2 3 2 5 



 11 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

11 tkyjxviF 53   2 1 3 3 2 5 1 

12 tkyvjxiF 353 sin  2 2 3 0 1 1/6 2 

13 zktjxviF 443  cos  1 1 1 3/4 1 0 4 

14 zvktjxiF 533   1 1 3 1 3 5 3 

15 zktjxviF 4324  sin  2 1 4 0,5 -1/6 √2 2 

16 tkjxviF 3523 cos/   5/9 1 8/9 1 1 1 5 

17 zktjxviF 32113  )/(  1 1 1 1 -1/3 1 3 

18 zkyvjtiF 33  cos  -1 3 2 2 3 2 3 

19 223 tkyvjxiF   1 1 1 √3 1/2 1 2 

20 2543 tkyjxviF   1 1 1 3 2 2 5 

21 zvktjxiF 35   1 3 2 2 5 3 1 

22 zktjxviF 335  sin  2 3 2 1 1/6 0 2 

23 zvkyjtiF 344  cos  1 1 1 1 0 3/4 4 

24 zkyvjtiF 353   1 3 1 3 5 1 3 

25 2443 zvkyjtiF  sin  1 4 2 -1/6 √2 0,5 2 

26 zvktjiF /cos 3352   1 8/9 5/9 1 1 1 5 

27 
zvkyjtiF 33211  )/(  1 1 1 -1/3 1 1 3 

28 tkyjxviF cos33   3 2 -1 3 2 2 3 

29 zktjxviF 322   1 1 1 1/2 1 √3 2 

30 
zvktjxiF 3254   1 1 1 2 2 3 5 
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2 ЗАДАЧА Д2 
ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ОБ ИЗМЕНЕНИИ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ 

К ИЗУЧЕНИЮ ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
 

2.1 ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 
 

Дано: механическая система, состоящая из тела 1, блоков 2 и 3, тонкого 
однородного стержня 4 и однородного сплошного цилиндра 5, под действием силы 
тяжести тела 1 приходит в движение из состояния покоя (рисунок 2.1). Известны: 

1m  – масса груза 1, 12 2mm  , 13 mm  , 14 50 mm , , 15 20mm  , 
1232  RR  см, 22 50 Rr , , 33 750 Rr , , 205 R  см, 

34RlAB  , 82 i  см, 103 xi  см,  30 , 10,f , 20,  см, 060,s  м. 
Сопротивление качению тела 2 не учитывать. Массами звена 5BC  и ползуна B  
пренебречь. На рисунке 2.1, а показана механическая система в начальном 
положении. 

Найти: 1v  – скорость груза 1 в конечном положении.  
Решение. Применим теорему об изменении кинетической энергии системы: 

     
 


n

k

n

k

i
k

e
k AATT

1 1
0 ,     (1) 

где 0T  и T  – кинетическая энергия системы в начальном и конечном положениях; 




n

k

e
kA

1
 – сумма работ внешних сил, приложенных к системе, на перемещении 

системы из начального положения в конечное; 


n

k

i
kA

1
 – сумма работ внутренних сил 

системы на том же перемещении. 
Для рассматриваемых систем, состоящих из абсолютно твердых тел, 

соединенных нерастяжимыми нитями и стержнями, 0
1




n

k

i
kA . 

Так как в начальном положении система находится в покое, то 00 T . 
Следовательно, уравнение (1) принимает вид 

     



n

k

e
kAT

1
.      (2) 

 
Для определения кинетической энергии T  и суммы работ внешних сил 

изобразим систему в конечном положении (рисунок 2.1, б, в). 
Напишем кинематические соотношения между скоростями и перемещениями 

точек системы, т.е. уравнения связей, при этом скорости и перемещения выразим 
соответственно через скорости и перемещения груза 1. 

 
Скорость центра масс C  катка 2 равна скорости груза 1: 
     12 vvC  .      (1.3) 
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Рисунок 2.1 

 
Угловая скорость катка 2, мгновенный центр скоростей которого находится в 

точке 2P , 

 
22

2
2 PC

vC  или 
2

1
2 R

v
 .    (4) 

 

Скорость точки D  катка 2 22 DPvD  , т.е. )( 22
2

1 rR
R
vvD  . 

Скорость точки E  блока 3 равна скорости точки D  катка 2: 
     DE vv  .      (5) 
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Но 33rvE  . Следовательно, по (5), )( 22
2

1
33 rR

R
vr  . 

Так как 22 2rR  , то 133 2
3 vr  , откуда 

     
3

1
3 2

3
r
v

 .      (6) 

 

Заменяя в формуле (6) 
dt

d 3
3


  , 

dt
dsv 1 , получим 

   

   
dt
ds

rdt
d

3

3

2
3


 , или ds

r
d

3
3 2

3
 . 

 
После интегрирования (при нулевых начальных условиях) 

     
3

3 2
3

r
s

 . 

 
Когда груз 1 пройдет путь 060,s  м, блок 3 повернется на угол 3 : 
    

    


 
090

060
2
3

2
3

3
3 ,

,
r
s .    (7) 

 
При этом повороте блока 3 на 180? его точка 0A  перейдет в конечное 

положение A  и шатун 4 из начального положения 00BA  перейдет в конечное 
положение AB . 

Каток 5 переместится влево при повороте блока 3 на угол 2/  и вправо при 
повороте блока еще на 2/ ; значит, конечное положение катка 5 совпадает с его 
начальным положением.  

Таким образом, конечное положение всей системы вполне определено 
(рисунок 2.1, б). 

Вычислим кинетическую энергию системы в конечном положении как сумму 
кинетических энергий тел 1, 2, 3, 4, 5: 

54321 TTTTTT  .    (8) 
Кинетическая энергия груза 1, движущегося поступательно, 

2

2
11

1
vmT  .      (9) 

 
Кинетическая энергия катка 2, совершающего плоское движение, 

    
22

2
22

2
22

2
JvmT C  ,     (10) 
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где 2J  - момент инерции катка 2 относительно его продольной центральной оси 

2C : 

     2
222  imJ  .     (11) 

 
Подставляя (3), (4), (11) в формулу (10), получаем 

  2
12

2

2
2

2
2
12

2

2
22

2
12

2 1
2
1

22
v

R
i

mv
R
imvmT 










  .    (12) 

 
Кинетическая энергия тела 3, вращающегося вокруг оси Ox , 

     
2

2
33

3
xJT  ,     (13) 

 
где xJ3  - момент инерции блока 3 относительно оси Ox : 

     2
333 xx imJ  .     (14) 

 
Подставляя (6), (14) в формулу (13), получаем 
 

   2
12

3

2
3

3

2

3

1
2
33

3 8
9

2
3

2
v

r
im

r
vimT xx 







 .    (15) 

 
Кинетическая энергия шатуна 4, совершающего плоское движение, 

    
22

2
44

2
44

4
JvmT C  , 

 
где 4Cv  - скорость центра масс 4C  шатуна 4; 4  - угловая скорость шатуна 4; 4J  - 
момент инерции шатуна относительно центральной оси 4C . 

Для определения 4Cv  и 4  найдем положение мгновенного центра скоростей 
шатуна 4. Так как скорости точек A  и B  в этот момент параллельны, то 
мгновенный центр скоростей шатуна 4 находится в бесконечности; следовательно, 
угловая скорость шатуна в данный момент 04  , а скорости всех его точек 
параллельны и равны между собой. Таким образом, кинетическая энергия шатуна 4 

     
2

2
44

4
CvmT  ,     (16) 

где  
      AC vv 4 .      (17) 

 
Вращательная скорость точки A  тела 3 
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     33RvA  ,      (18) 
или с учетом (14) 

     
3

13

2
3

r
vRvA  .      

Поскольку 33 4
3 Rr  , получим 12vvA  . 

По (17) 
    AC vv 4 , 14 2vvC  .     (19) 
 
После подстановки (19) в (16) выражение кинетической энергии шатуна 4 

принимает вид 

    2
14

2
14

4 2
2
2 vmvmT 

)( .     (20) 

 
Кинетическая энергия катка 5, совершающего плоское движение, 

    
22

2
55

2
55

5
JvmT C  , 

 
где 5Cv  - скорость центра масс 5C  катка 5; 5  - угловая скорость катка 5; 5J  - 
момент инерции катка 5 (однородного сплошного цилиндра) относительно его 
центральной оси 5C , 22

555 /RmJ  . 
Так как каток катится без скольжения, то мгновенный центр скоростей 

находится в точке 5P . Поэтому 555 RvC / . 
Следовательно,  

   2
552

5

2
5

2
55

2
55

5 4
3

222 C
CC vm

R
vRmvmT 


 . 

 
Так как звено 5BC  совершает поступательное движение, то BC vv 5 , но 

14 2vvv CB  . Значит 15 2vvC  . 
Поэтому выражение кинетической энергии катка 5 принимает вид 

    2
15

2
155 32

4
3 vmvmT  )( .    (21) 

 
Кинетическая энергия всей механической системы определяется по формуле 

(8) с учетом (9), (12), (15), (20) и (21): 

  2
15

2
142

3

2
3

2
13

2
1

2
2

2
2

2

2
11 32

8
9

2
1

2
vmvm

r
ivmv

R
i

mvmT x 









  . 

 
Подставляя сюда заданные значения масс, получаем 
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 21202
4
9121 2

3

2
3

2
2

2
22

11 /])([ 
r
i

R
i

vmT x , или 2129 2
11 /vmT  . (22) 

 
Найдем сумму работ всех внешних сил, приложенных к системе, на заданном 

ее перемещении (внешние силы, приложенные к системе, показаны на рисунке     
2.1, в). 

Работа силы тяжести 1G  
    singsmhGAG 111  .     (23) 
 
Работа силы трения скольжения трF  
     sFA трFтр  . 
 
Так как cos11 fGfNFтр  , то 
    cossgmfAFтр 1 .     (24) 
 
Работа силы тяжести 2G  
    singsmhGA CG 2222  .    (25) 
 
Работа сил сцепления 2сцF , 5сцF  катков 2 и 5 равна нулю, т.к. эти силы 

приложены в мгновенных центрах скоростей этих катков. 
Работа силы тяжести 4G  
     444 CG hGA  ,     (25) 
где 4Ch  - вертикальное перемещение центра тяжести 4C  шатуна 4 из 

начального положения в его конечное положение (рисунок 1.1, г), 34 RhC  : 
     344 gRmAG  .     (26) 
 
Работа пары сил сопротивления качению катка 5 
   5cM MA

c
 ,     (27) 

где 55 GNM c    - момент сопротивления качению катка 5; 5  - угол поворота 
катка 5. 

Так как каток 5 катится без скольжения, то угол его поворота 
     555 RsC / ,     (28) 

 
где 5Cs  - перемещение центра тяжести 5C  катка 5. 

В данном примере работу пары сил сопротивления вычислим как сумму работ 
этой пары при качении катка 5 влево при повороте тела 3 на угол 2/  и качении 
вправо, когда тело 3 повернется еще на угол 2/ . Перемещение центра тяжести 5C  
катка 5 равно перемещению ползуна B  влево и право: 

     )'( BBsC 05 2 .     (29) 
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Определим перемещение 'BB0  при повороте тела 3 на угол 2/ . За начало 
отсчета координаты точки B  выберем неподвижную точку K  плоскости (рисунок 
2.1, г). При этом повороте тела 3 шатун из положения 00BA  перейдет в положение 

'KB . Тогда '' KBKBBB  00 , где  

 2
3

2
3

2
0

2
00300 RlROABAROBKOKB  )()( , 

     34RlKB ' . 
Следовательно, 
 33

2
3

2
33

2
3

2
30 88044 RRRRRlRlRBB ,)('  . (30) 

 
Подставляя (30) и (29), а затем в (28), находим полный угол поворота катка 5: 
     535 761 RR /, .     (31) 
 
Работа момента сопротивления качению по (27) 
    535 761 RRgmA

cM /,  .    (32) 
 
Сумма работ внешних сил определится сложением работ, вычисляемых по 

формулам (23) – (26) и (32): 

  






 


sR
R

s
RfgsmAe

k
5

33
1

76120
2

2 ,sincossin 
 , или 

       gsmAe
k 1511, .     (33) 

 
Согласно теореме (2), приравняем значения T  и  e

kA , определяемые по 
формулам (22) и (33): 

   gsmvm 1
2
11 5112129 ,/  , откуда 2101 ,v  м/с. 

 
 

2.2 ЗАДАНИЕ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
 
Механическая система под действием силы тяжести тела 1 (варианты 1-11, 14-

16, 20, 23, 24, 30) или тела 4 (вариант 17), или тела 3 (вариант 28), или вращающего 
момента M  (варианты 12, 13, 18, 19, 21, 22, 25, 26, 27, 29) приходит в движение из 
состояния покоя (рисунки 2.2-2.6).  

Учитывая трение скольжения тела 1 (варианты 4, 19, 12, 13, 18, 19, 21-23, 25-
30) и сопротивление качению тела 3, катящегося без скольжения (варианты 1-4, 6, 7, 
9, 10, 12, 14, 16, 18, 19, 22, 23, 26, 30), определить скорость тела 1 в тот момент, 
когда пройденный им путь станет равным 1s . 

Необходимые для выполнения контрольной работы данные приведены в 
таблице 2.1. Блоки и катки, для которых радиусы инерции в таблице не указаны, 
считать сплошными однородными цилиндрами.  
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Таблица 2.1 
 

№ 
вар. 1m , 

кг 
2m , 

кг 
3m , 

кг 
4m , 

кг 
1s , 
м 

M , 
Н·м 

R , 
м r/R  2i ; 3i , 

м 
 , м f   , ?  , ? 

1 2 m  1,5 m  m  - 1,2 - 0,2 0,8 0,16 0,005 - 45 - 
2 m  4 m  2 m  - 1,0 - 0,3 0,5 0,2 0,01 - - - 
3 1,5 m  3 m  2 m  - 0,8 - 0,4 0,4 0,24 0,005 - 30 - 
4 4 m  2 m  2 m  m  1,0 - 0,3 0,5 0,28 0,005 0,1 30 60 
5 3 m  3 m  3 m  - 0,5 - - - - - - - - 
6 2 m  m  4 m  - 1,2 - 0,2 - - 0,002 - 45 - 
7 m  4 m  1,5 m  - 2,0 - 0,4 0,4 0,3 0,001 - - - 
8 1,5 m  2 m  3 m  1,5 m  0,8 - 0,3 0,6 0,22 0,002 - 60 - 
9 4 m  3 m  2 m  1,5 m  1,2 - 0,2 0,5 0,15 0,001 0,1 30 60 

10 m  1,5 m  2 m  - 1,0 - 0,24 0,4 0,16 0,005 0,08 45 - 
11 2 m  4 m  3 m  1,5 m  0,8 - 0,32 0,8 0,3 0,002 - 30 - 
12 m  1,5 m  3 m  - 0,5 40 0,4 0,5 - 0,001 0,1 45 - 
13 m  2 m  m  2 m  1,6 25 0,3 0,6 - 0,005 0,08 30 - 
14 3 m  4 m  2 m  - 1,4 - 0,6 0,4 - 0,002 - 60 - 
15 4 m  3 m  m  0,5 m  0,75 - 0,1 0,75 - 0,001 - 30 - 
16 0,5 m  m  m  - 1,0 - 0,15 - - 0,005 - 45 - 
17 m  2 m  1,5 m  1,5 m  1,2 - 0,2 - - 0,01 - - - 
18 3 m  4 m  3 m  - 0,8 30 0,4 0,5 0,3 0,005 0,08 60 30 
19 m  4 m  3 m  - 1,4 35 0,3 0,6 0,22 0,004 0,1 30 60 
20 1,5 m  2 m  m  - 1,0 - 0,2 - - 0,006 - 45 - 
21 2 m  3 m  m  - 1,4 40 0,36 0,8 0,3 - 0,15 60 - 
22 1,5 m  4 m  4 m  - 0,6 60 0,4 - - 0,005 0,06 45 - 
23 2 m  m  1,5 m  - 1,2 - 0,32 - - 0,004 0,08 60 30 
24 m  2 m  m  1,5 m  0,75 - 0,16 - - 0,005 - - - 
25 2 m  4 m  3 m  2 m  1,4 30 0,3 0,5 0,2 0,003 0,15 30 - 
26 3 m  4 m  2 m  - 1,0 35 0,44 0,4 0,32 0,01 0,18 30 60 
27 m  1,5 m  2 m  4 m  1,2 10 0,4 0,6 - 0,004 0,20 60 30 
28 2,5 m  m  0,8 m  - 0,6 - 0,32 - - - 0,24 - - 
29 4 m  2 m  3 m  - 0,8 20 0,36 - - 0,005 0,16 60 - 
30 3 m  4 m  2 m  - 1,6 - 0,3 0,5 0,2 0,004 0,15 30 60 
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Рисунок 2.3 
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Рисунок 2.4 
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Рисунок 2.5 
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Рисунок 2.6 

 
 
 
 
 



Моменты инерции простейших однородных тел. 

Полый тонкостенный цилиндр 

или кольцо с радиусом R

и массой m:

Сплошной цилиндр или диск 

с радиусом R и массой m:

Полый толстостенный цилиндр 

массы m с внешним радиусом

R2 и внутренним радиусом R1:

Тонкостенная сфера 

радиуса R и массы m:

Шар радиуса R и массы m:

2

2
z

mR
I 

2

zI mR

2 2

2 1( )

2
z

m R R
I




22

3
z

mR
I 

22

5
z

mR
I 

Динамика. Момент инерции.




